Chapitre 4

Eléments d’analyse

4.1 Eléments d’intégration et de théorie de la mesure

4.1.1 Espaces et fonctions mesurables
Soit £/ un ensemble non vide.
Définition 1 (Tribu). Une famille non vide T de parties de E est une tribu de E
lorsqu’elle vérifie les trois conditions suivantes :
i) EcT;
ii) si A € T alors A° € T (stabilité par passage au complémentaire)
iii) si (An)nen est une suite d’éléments de T, alors\J,cn An € T (T est stable
par réunion dénombrable).
Exercice 1. En déduire les propriétés suivantes :
v) 0eT;

vi) si (Ap)nen est une suite d’éléments de T, alors(),cy An € T (T est stable
par intersection dénombrable).

vii) siAet BeT,A\B=ANB°et AAB=(AUB)\(ANB)eT.

Définition 2. Si T est une tribu de E les éléments de T sont dits mesurables et le
couple (E,T) est appelé espace mesurable.

Définition 3. Soient (E,T) et (E',T') deux espaces mesurables et soir [ une
application de E dans E'. L’application f est dite mesurable si pour tout A’ € T’

FUA) eT.

Définition 4. Une famille non vide O de parties de E est une topologie sur E
lorsqu’elle vérifie les trois conditions suivantes :
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omn 0,EcO
(02) SiU,Ve€QalorsUNV € O.

(03) Si (U;)ics est une famille de parties de E appartenant a O alors U;c1U; €
0.

Définition 5. Si O est une topologie de E les éléments de O sont appelés des
ouverts et le couple (E, O) est appelé espace topologique.

Définition 6. Soient (E,O) et (E', Q') deux espaces topologiques et soit [ une
application de E dans E'. L'application [ est dite continue si pour tout A’ € O’
1A e o.

Définition 7. Une distance (ou métrique) sur un ensemble E est une application :

d:ExE — R
(z,y) — d(z,y)

possédant pour tout x,y, z € X les propriétés suivantes :

dlz,y) =0 = z=uy;
d(z,y) = d(y,x);
d(z,2) < d(z,y)+d(y,=2).

Muni de la distance d I’espace E est appelé espace métrique.

Définition 8. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r et on note B(a,r)
I’ensemble des points x dont la distance entre a et x est strictement inférieure a r :

B(a,r) ={z € X,d(a,x) < r}.

On appelle boule fermée de centre a et de rayon r et on note B'(a,r) I’ensemble
des points x dont la distance entre a et x est inférieure ou égale ar :

B'(a,r) ={z € X,d(a,z) <r}.

On appelle sphére de centre a et de rayon r et on note S(a, r) l’ensemble des points
x dont la distance entre a et x est égale ar :

S(a,r) ={z € X,d(a,z) =1}.

Il existe une unique topologie sur E pour laquelle les boules ouvertes forment
une base d’ouverts, c’est a dire que tout ouvert de la topologie s’écrit comme union
de boules ouvertes. Il suffit de prendre comme topologie :

O = {0} U{O C E; O soit réunion de boules ouvertes. }

Exemples
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— La topologie usuelle de R est la topologie engendrée par distance usuelle sur
R :d(z,y) = |x — yl|. Il est équivalent de dire que U est un ouvert de R si et
seulement si pour tout x € U, il existe € > 0 tel que |z — ;. + ¢[C U.

— L’ensemble R est I’ensemble constitué de R et des points —oo et +00. L’en-
semble R est naturellement muni d’une relation d’ordre total. La topologie
usuelle de R est la topologie engendrée par la base d’ouverts constitué des
intervalles ouverts ainsi que des demi-droites ouvertes. On montre que U est
un ouvert de R si et seulement si :

— pour tout z € U NR, il existe € > O tel que |z — €,z + ¢[C U ;
— si+oo € U, il existe b € R tel que |b, +o00[C U.
— si —oo € U, il existe a € R tel que | — o0, a[C U.

Proposition 1. Soit I une famille d’indices, et soit T;,i € I une famille de tribus
de E. Alors (\;c1 T; est une tribu sur E.

Proposition 2. Soit S une famille de parties de E. Il existe une plus petite tribu sur
FE contenant S. C’est lintersection de toutes les tribus contenant S. On ’appelle
tribu engendrée par S et on la note o(S).

Définition 9 (Tribu borélienne). Soit ¥ un espace topologique, et O la famille des
ouverts de E. On appelle tribu borélienne ! et on note B(E) la tribu engendrée par
la famille O. Autrement dit :

B(E) =0c(0).

On appelle borélien de E tout élément de la tribu B(E).

Théoréme 1. La tribu de Borel B(R) est la tribu sur R engendrée par l'une des
huit familles suivantes : ]a, b|,...

Théoréme 2. La tribu de Borel B(R) est la tribu sur R engendrée par I'une des
quatre familles suivantes : | — 0o, aj,...

Produit d’espaces mesurables

Définition 10 (Espace mesurable produit). Soir (F1,7T1), (E2,T2) deux espaces
mesurables. On appelle produit des tribus Ty et Ta la tribu des parties de E1 X Eo
engendrée par T1 X Ta et on la note T; @ Ta. Le couple (Ey X E2,T1 ® Ta) est
appelé espace mesurable produit de (E1,T1) et (E2,72)

1. Emile Borel, 1871-1956, est le fils d’un pasteur protestant. Il est recu a la fois premier &
I’Ecole polytechnique et 2 I'Ecole Normale Supérieure, qu’il choisit. 11 est également recu premier
a I’agrégation de mathématiques. Il est I'un parmi les pionniers de la théorie de la mesure et de
son application a la théorie des probabilités. Le concept de tribu borélienne est nommé en son hon-
neur. Engagé politiquement et résistant, il est le fondateur de I’organisme national de recherche qui
deviendra plus tard le CNRS.
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4.1.2 Mesures positives
Mesure positive

Définition 11 (Mesure positive). On appelle mesure positive sur I’espace mesu-
rable (E,T) toute application p de T dans [0, +o00] vérifiant :

1. pu(@) =0,

2. pour toute suite A, d’éléments de T deux a deux disjoints, on a :

+oo
M( U An) = Z :U’(An)
n=0

neN

On dit que la mesure i est o — additive et que le triplet (E, T, 1) est un espace
mesuré.

Définition 12. 1. Une mesure  est dite finie ou bornée si pu(E) < +o0.

2. Une mesure | est dite o-finie s’il existe une suite A, d’éléments de T véri-
fiant E = J,,en An et pour toutn € N, p(Ay) < oo.

3. Une mesure p sur (RN, B(RY)) est dite borélienne si pour tout borélien B
de RN, u(B) < .

Construction de mesures

Théoréme 3 (Construction de la mesure de Lebesgue sur RY). Il existe une unique
mesure o-finie sur (R, B(RN)) qu’on appelle mesure de Lebesgue sur RV et
qu’on note A telle que :

N N

A ([ Tlas bi) = TT (6 — i)

i=1 i=1

Définition 13 (Ensembles négligeables). Soit (E, T, u) un espace mesuré. On dit
qu’une partie N de E est u-négligeable s’il existe A € T tel que N C A et
n(A) = 0.
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4.1.3 Intégrale de Lebesgue par rapport a une mesure positive

Nous donnons ici la constrruction de I’intégrale de Lebesgue? qui est celle
utilisée aujourd’hui.

Fonctions étagées

On suppose 1’espace EX muni d’une tribu 7 et d’une mesure positive u.

— On désigne par £, Pensemble des applications de E dans R* (7, B(RT))-
mesurables.

— On désigne par M, I’ensemble des applications de F dans [0, +o0] (7, B([0, +00]))-
mesurables.

— On désigne par M, I’ensemble des applications de F dans R (7, B(R))-
mesurables.

Définition 14. Soient (E,T) un espace mesurable et f une application de E
dans R(T, B(R))-mesurable. L’application f est dite étagée si f(E est un sous-
ensemble fini de R.

Intégrale d’une fonction mesurable positive

Définition 15. Soir u = >, _in a;xa, € ET; on appelle intégrale de u sur E par
rapport p et on note [ udy la somme :

> aip(Ay)
=1

Définition 16. Soit f € M™; on appelle intégrale de f sur E par rapport a i et
on note [ fdu I’élément de [0, +oo| suivant :

sup/ udp;u € EN,u < f
E

Définition 17. Soit f € M™; on dit que f est pu-intégrable sur E si I'intégrale
[ fdp est finie.

2. Henri Lebesgue, 1875-1941, est un mathématicien frangais. Son principal apport est la défi-
nition de I’intégrale que nous voyons ici et qui généralise I'intégrale de Riemman. Une des lacunes
de I'intégrale de Riemann, réside dans le fait que certaines fonctions définies sur un compact ne pos-
sédent pas d’intégrale. L’idée de Lebesgue est de remplacer les fonctions continues par morceaux
par les fonctions étagées. Son travail sur la théorie de ’lintégration est apparu dans cinq notes des
comptes rendus de 1’académie des sciences (CRAS). L’ensemble de son travail apparait dans sa these
intitulée « Intégrale, longueur, aire », publiée en 1902 dans « Annali di Matematica ».
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Intégrale d’une fonction mesurable réelle de signe quelconque

Pour une fonction f : E — R, on définit :
- er = max(f,0)
- f_ = —mln(f,O)

Définition 18. Soit f € M. On dit que f est p-intégrable sur E si f+ et f~
sont p-intégrables sur E. Dans ce cas, on appelle int égrale de f par rapport a la

mesure (i et on note [, fdu le réel [ fTdu-[g f~dp
Intégrale d’une fonction mesurable a valeur complexe

Soit f = w + ¢v. La fonction f est dite n intégrable si 1f est mesurable et
Ji | fldp < 400. Dans ce cas , on pose :

/fduz/udu—#—i/vdu
E E E

Théoreme de la convergence dominée de Lebesgue

Théoreme 4 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue). §0it (E, T, )
un espace mesuré et soit f, une suite de fonctions complexes (T, B(C)-mesurables
telle que :

i pour u- presque tout x € E, lim,,_, o fn(z) = f(x),

ii il existe une fonction positive g, u—intégrable sur E telle que :

| fu(2)] < g(z)p — pop.

Alors la fonction f est u intégrable et on a :
tim [ 1fo = fldp=Oet tim [ fudu=tim [ pap.

Fonctions définies par des intégrales

Soit V' un espace métrique et soit :

fiExV — C
(z,t) = flz,1).

Continuité

Théoréme 5. Soitty € V. On suppose que :
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1. Pourtoutt € V, l'application x — f(x,t) est (T, B(C)) mesurable ;

2. pour u-presque tout x € E, 'application x — f(z,t) est continue au point
to.

3. 1l existe un voisinage U de ty dans V' et une fonction gu— intégrable tels
que pour tout t € U et y—presque tout x € F,

fla,t)] < g(a).
Alors la fonction F' : t — [ f(x,t)dp est continue en t.
Dérivabilité
Théoréme 6. Soit I un intervalle de R,et (f : E x R — C. On suppose que :

1. Pour tout t € R, lapplication x — f(x,t) est (T,B(C))-mesurable et il
existe ty € I telle que x — f(x,to) soit u—intégrable ;

2. pour tout x € E, U'application x — f(x,t) est dérivable sur 1.

3. pour tout compact K inclus dans I, il existe une fonction gy p— intégrable
telle que pour tout t € K et u—presque tout ¢ € E,

O F )] < grc(a).

Alors pour tout t € I, les fonctions x — f(z,t) et x — %f(m, t) sont p—
intégrables et, la fonction F : t — [ f(x,t)du est dérivable sur I et on a
pour tout t inl :

0
Pt~ [ 5@ 0ldn.

Théoreme de Fubini

Théoreme du changement de variable
4.2 Les espaces de Hilbert

Définition 19. Un sous-ensemble O d’un espace métrique E est ouvert si pour
tout élément x appartenant a O, il existe € > 0 tel que B(x,¢) C O.

Définition 20. Un sous-ensemble F d’un espace métrique E est fermé si son com-
plémentaire dans E est ouvert.

Proposition 3. Un sous-ensemble F' d’un espace métrique est fermé si et seulement
si pour toute suite d’éléments de I’ convergeant vesr x, x € F.
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Définition 21. Soit (E,d) un espace métrique. Une suite (xy,)nen est de Cauchy
si elle vérifie :

Ve>0 3N, n,p>N=d(z,,zp) <e.
Définition 22. Un espace métrique est dit complet si toute suite de Cauchy converge.

Définition 23. Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel E est une applica-
tion (f|g) de E x E dans R qui vérifie les propriétés suivantes :
— elle est bilinéaire, c’est a dire que pour tout réel \ et pour tout f, f1, f2, 9, 91, g2
dans E, ona :

(AMflg) = A(flg) = (flAg),
(f1 + falg) = (f1lg) + (f2l9),
(fs91192) = (flgr) + (flg2)

— elle est symétrique,

(flg) = (glf)

— elle est définie positive,

(f1f) > 0des que f # 0.

Définition 24. Une norme sur un espace vectoriel E est une application || || de E
dans R+ qui vérifie les propriétés suivantes :

vAER, [IMIl= I

F+ gl < I1f11 +llgll,

1fl[=0=f=0.

Proposition 4 (Inégalité de Cauchy-Schwartz). Soit N'(f) = (f|f )%. Pour tout
f,g € E, ona,
(flg) = N(fIN(9g).

De plus, I’égalité a lieu si et seulement si il existe A # 0 tel que,
T=\y
Démonstration. On étudie,

P(t) = (x + tylx + ty).
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Proposition 5. L’application \/(f|f) de E dans R est une norme sur E. C’est la
norme associée au produit scalaire (f|g).

Exercice 2. Démontrer la proposition 5.
Correction
Pour I’inégalité triangulaire, on a :

1f +gll? = [I£1* + llgll* + 2(£19)
< [I£1P + llgll* + 211 £1lllg]]
= (£l + [lglD?

Définition 25. Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est un espace pré-
hilbertien. Un espace préhilbertien complet pour la norme associé a son produit
scalaire est un espace de Hilbert.

Définition 26. Deux éléments d’un espace de Hilbert sont orthogonaux si leur
produit scalaire est nul.

Dans tout ce qui suit, H désigne un espace de Hilbert réel et (.|.) son produit
scalaire.

Définition 27. Un sous-ensemble K de H est dit convexe, si pour tout x,y € E,
et pour tout réel 0 € [0, 1], I’élément Oz + (1 — 0)y est dans K.

Exercice 3. Démontrer I’inégalité du parallélogramme :
1 2 1 2 2 2
glla+0l[" + Slla = blI" = flal[” + ||b]". 4.1)

Théoreme 7 (Projection sur un convexe). Soit H un espace de Hilbert. Soit K C

H un convexe fermé non vide. Pour tout x dans H, il existe un unique x;, € K tel
que,

x — xi|| = inf ||z — vyl 4.2

[lo =zl = inf [lz —yl| (4.2)

De facon équivalente, x i est caractérisé par la propriété suivante :
zp € Ket (v —zlzg—y) <0 VyeK. 4.3)
On appelle x i la projection orthogonale de x sur K.
Démonstration. Soit y,, € K une suite minimisante de ||z — y||. C’est a dire que :

d=1li — yn|| = inf |jz — y]|.
[l —ynl| = inf ||z -yl
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On pose d,, = ||z — yn||. On va montrer que y,, est une suite de Cauchy dans H.
En utilisant (1.1) avec a = y, — z et b = y,, — x, on déduit que :

1y — ol =2(llyn — 2I* + [l& = yp!*) = llyn +yp — 22|/

Yn T Y
=2(Ilyn — 2lI* + |z — ypl*) — 4= - z|?

Yn + Y
=2d;, + 2d, — 4||% — ).
Or puisque K est convexe, w € K et donc,

a< || g

Ce qui implique,
llyn — ypl[? <242 + 242 — 4d.

Ceci montre que y, est une suite de Cauchy. Or H est complet, donc la suite
converge. Et K est fermé donc la limite appartient a K. Soit xx cette limite, alors
x i vérifie I’équation (1.2). Supposons qu’il existe deux points x; et xy vérifiant
(1.2), alors,

T+ X2
|21 — 22| = 2/|x — 1 []* + 2| |z — o —All=—— — x|

<0.
Donc 21 = z9.

On montre maintenant (1.3). Puisque K est convexe, pour tout z,y € K, pour tout
6 €[0,1], 0z + (1 — )y € K. En particulier, pour tout y € K et 6 €]0, 1],
l = 2x]|* < ||z = (25 +0(y — zx)) |

<o = akll* + 0lly — 2x|]* - 20(z — 2xly — zx),

donc,
0 2
(2~ zicly — o) < oly — 2]

Par passage a la limite quand 6 tend vers 0, on obtient (1.3). Réciproquement, si
x i vérifie (1.3), alors,

lle = yll? = [lo = ok|® + [lox = ylI* + 2(z — 2xlox —y)

> [lo — x|,
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Exercice 4. Montrer que :

1Pk(z) = Pr(y)ll < [l —yl|

Correction

|z = ylI> =(z — Px(x) + Px(y) —y + Pr(z) — Px(y),z — Px(x) + Pr(y) — y + P (z)—
Pk (y))
=[|z — Pg () + Px(y) — ylI* + [| Px () — Pk (y)|]?
+2(z — Pi(x) + P (y) — y, Px(z) — Pk (y))
=l|& — Pr(z) + Pr(y) — ylI* + || Px (z) — Pk ()| + 2(x — Pk (), Pr(z) — Px(y))
+2(Pk(y) — vy, Px(z) — Pk(y))
>||Px () — Pr(y)I>.

Exercice 5. Supposons que K est un sous-espace vectoriel fermé de F. Montrer
que dans ce cas, xj, est caractérisé par :

(x —zg,2) =0 VzeK
et que P est une application linéaire.

Définition 28. Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (.,.), on
appelle base hibertienne de H une famille dénombrable (ey,)ncn d’éléments de
H qui est orthonormale pour le produit scalaire et telle que I’espace vectoriel
engendré par cette famille est dense dans H.

Proposition 6. Soit H un espace de Hilbert pour le produit scalaire (.,.). Soit
(en)nen une base hilbertienne de H. Pour tout élément x: de H, il existe une unique
suite de réels (xy)nen telle que la somme partielle 3P _ xy,e, converge vers x
quand p tend vers +o00. Cette suite est définie par x,, = (x,e,) et on a,

2] = (z,2) = Y (2, ea) .

n>0

T = g Tpnen.

n>0

On écrit alors,

Démonstration. Existence
Par définition de la densité, pour tout x € H et pour tout € > 0 il existe y combi-
naison linéaire finie des e,, tel que,

lz —yll <e
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Grace au théoreme 7, on peut définir une application linéaire .S, qui a tout point
z € H, fait correspondre Syz, la projection orthogonale de z sur H,, I’espace
vectoriel engendré par les p + 1 premiers vecteurs (e,)o<n<p. Alors z — S,z est
orthogonal a H,,, et en particulier a S,z. On en déduit que,

1211 = 112 = Spzl|* + [1Sp2? (4.4)

et donc que,
1211 = [15p=]].

Or puisque Spz = Y"1 _ axe, on a,
(z—Spz,ep) =0 = (z,exr) = (Spz, ex)

(Zv ek) = (ak€k7 ek)
(z,er) = ag.

4y

d’ou,
P
Spz = Z(z, ek )ek-
k=0

Puisque y est une combinaison linéaire finie des (e )nen, pour p suffisamment
grand S,y = y. Donc,

1Spz — [ < |[Sp(x = )l + [ly — ]| < 2e.

On en déduit que,

lim Spz =z,
p—>+00

et en utilisant (1.4) que,
: 2 _ 2
Jtim 1Syl = ]
Unicité
Supposons qu’il existe deux suites distinctes (x1,,) et (x2,) telles que :

p p

Z T1n€n €t Z Ton ConVergent VEerIs .

Soit 7 tel que le #+ J;f Alors, pour tout p > 7, on a,
p

P P
| Z Tin€n — Z Tonenl|® = Z(Sﬂln — @90)” > (w15 — 22)”.
n=0 n=0

n=0
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Or pour tout € > 0, 3N, tel que p > N implique,

p p p p
H lenen - Z xZnGnH < H lenen - l‘” + HIE - ZZ'Qnen”
n=0 n=0 n=0 n=0

< 2e.

On obtient donc une contradiction.
O

Proposition 7. Soit H un espace de Hilbert séparable, c’est a dire qu’il existe une
famille dénombrable dense dans H. Alors il existe une base hilbertienne dénom-
brable.

Démonstration. On utilise le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. [

Proposition 8. Soient N € N et vy, v2, ..., v une famille d’éléments de H linéai-
rement indépendante. Alors il existe une famille orthonormale w1, us, ..., uy telle
que pour tout i vérifiant 0 <1 < N, on ait :

vect{vg,v1, ..., v;} = vect{ug, u1, ..., u;}.

Démonstration. On pose :
[lvol[-

Puis, suppposant ug, u, ..., u,—1 construits, on cherche :

Up

n—1
Up = Up + Z QUL
k=0
tel que pour tout 5 € 0,..,n — 1
< Up,q; >= 0.
Cela donne pourtout j € 1,.n — 1,
n—1
< vp + Z QpUE, Uj >= 0
k=0
On en déduit que :
= — < Up,Uj. >
C’est a dire :
n—1

Uy = Un — Y < Up, U > Up.
k=0
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Enfin on pose :

=
3

Uy =
O

Définition 29. Soient H et GG deux espaces de Hilbert. Une application linéaire de
H dans G est dite continue s’il existe une constante C' telle que,

||Az||c < |Clz||lg Yz € H.

La norme de A est alors définie par,

Azxlla
|Al[ = sup Azlle.
z€H, x40 |||

Définition 30. Soir H un espace de Hilbert réel. Son dual H' est I’ensemble des
formes linéaires continues sur H, c’est a dire I’ensemble des applications linéaires
continues de H dans R. Par définition, la norme d’un élément f de H' est donné

par,
£ ()]

reH,x#0 HwHH .

I£1l =

Théoreme 8 (Théoreme de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert,
et H' son dual. Pour toute forme linéaire continue L € H', il existe un unique
y € H tel que,

L(z) = (y,z) Vx € H. 4.5)

De plus, on a ||L|| g = ||y||m-

Démonstration. Soit M = ker L.Comme L est continue, il s’agit d’un sous-espace
fermé de H. Si M = H alors y = 0. Sinon, soit z € M€ et z)s sa projection

orthogonale sur M. Soit zg = ﬁ Pour tout = € H, on pose :

Alors L(wg) = 0, c’est a dire que w, € M.Ona:

= A A= .
T = Wy + Azg avec L(zo)

On en déduit que :
H =wvectzg & M.
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En effet, vectzo @ M = 0 car 29 ¢ M . On a,
L(z) = AL(zp) et (x, z0) = A.
Donc,
L(z) = (z,20)L(20) = (L(20)20, ).
On pose alors,
y = L(20)20.
Soit y; et yo vérifiant (1.5). Alors,
0=L(x)— L(x) = (y1 — y2,x)Vx € H.

Donc pour z = (y; — y2), on obtient,

ly1 — 2| |> = 0.
Donc,
Y1 =Y.
Enfin,
L(x Y, T
Ll s HO_ o o)
e H,x#£0 H‘THH r€H,z#0 H‘THH
Or,
(g 2)| _ ylll]=l]
< = |yl
||| |||
Donc,
|L(z)
|L|[gr = sup = [lyl|
xz€H,x#0 ||:EH

O

Exercice 6. Soit f une application d’un espace métrique E dans un espace mé-
trique F'. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

i) f est continue,
i) pour tout ouvert O de F, f~1(O) est un ouvert de F,
iii) pour tout fermé V de F, f~1(V) est un fermé de E.

Exercice 7. Montrer qu’une application linéaire A d’un espace vectoriel normé
I dans un espace vectoriel normé F' est continue si et seulement si, il existe une
constante K telle que pour tout z € E :

1 Az|[r < K||z||£

Exercice 8. Soit f(z1,72) = 3x1 + 2. Déterminer y € R? tel que f(x1,12) =
(y,x) ot (x = (x1,x2)). Retrouver la valeur de y en procédant comme dans la
démonstration du théoreme 8.
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4.3 Les espaces de Sobolev

4.3.1 Les espaces L?

Définition 31. On dit que deux nombres positifs p, q sont exposants conjugués s’ils
vérifient :
1 1
-+ -=1
p q
Cela entraine que 0 < p < oo et 0 < q < oo. Lorsque p tend vers 1, q tend vers

~+00. Ainsi, on dit également que 1 et +00 sont des exposants conjugués.

Dans la suite © désigne un ouvert de R muni de la mesure de Lebesgue. La
plupart des résultats sont valables dans un espace mesuré muni d’une mesure po-
sitive. Puisque notre objectif est 1’application des théories dans le cas de 1’analyse
des équations aux dérivées partielles nous ne traiterons que le cas d’un ouvert de
RY . Pour une présentation plus générale consulter par exemple la référence clas-
sique [?].

Théoreme 9. Soient p et q des exposants conjugués avec 1 < p < 4o00. Soient f
et g des fonctions mesurables sur Q2 a valeurs dans [0, +o0]. On a :

/fgdm</f”%/g

([t +gpans < ([ 13 +([ 7. 7

Démonstration. On pose :

A=([ frde)p B = ([ foda)s,

_ (@)
=,

/dem:/qule.
Q Q
/F d:v<1

F(z) =er,G(x) = eq.

»Q\»—A

(4.6)

et,

et:

On peut remarquer que :

On va montrer que :

Soient s et t tels que :
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Alors, puisque la fonction exponentielle est convexe, on a :

1 1 1 1
F(2)G(z) < =e* + ~e' = ZF(z)? + =G(x)1.
(z)G(z) ’ . p() q()

On en déduit I’inégalité (1.6) par intégration. Pour démontrer I’inégalité (1.7), on
écrit :
(f+9)P =F(f+9)P  +g(f+9) "

Par application de I’'inégalité de Holder, on obtient :

|+ gptdn < ([ grazys([ (4 -+ 90 Vrda)s

Puisque (p — 1)q = p, on obtient :

1 1
[ s+ grtaw< ([ prany([ (£ +gpdoy
Q 0 Q
et de méme :
1 1
[ ot +grtdw < (| iy ([ (1 +grdoys
Q Q Q
D’ou le résultat en sommant les deux inégalités précédentes et en divisant par
1
(Jo(f + g)Pdz)a. O

On définit I’espace L2(Q2) des fonctions mesurables de carré sommable dans
). Muni du produit scalaire,

(f.9)= [ f@g(@)da.

L?(9) est un espace de Hilbert. On note,

Wl = ([ f@)da)®

ou simplement || f|| s’il n’y a pas d’ambiguité, la norme associée.

Les fonctions mesurables sont définies presque partout dans €. c’est a dire que 1’on
ne change pas la valeur d’une fonction mesurable f, si 1’on ne change ses valeurs
que sur un sous ensemble de mesure nulle.

Définition 32. Pour 0 < p < oo, et toute fonction mesurable réelle définie sur (),
on pose :

1
il ={ ] 177days
et on appelle LP(Q)) I’ensemble des fonctions pour lesquelles :

1 F1lp < +o0
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Définition 33. Supposons g : Q — [0, +oo] mesurable. Soit S I’ensemble de tous
les nombres réels « tels que

Mg~ (Jas +00)))) = 0.

Pour S = (), posons 3 = +oo. Pour S # (), posons 3 = inf S. Puisque :

9718, 00]) = Uyg™ (5 + -, o0))

et puisque la réunion d’une famille dénombrable d’ensemble de mesure nulle est
de mesure nulle, on a B € S. On appelle B la borne supérieure essentielle de
g. Pour une fonction mesurable sur Q) définie R on définit || f||oc comme étant
la borne supérieure essentielle de |f|, et L°°(€2) comme I’ensemble des fonctions
essentiellement bornées.

Théoreme 10. Soient p et q des exposants conjugués avec 1 < p < +oc. Soient
f € LP(Q) etge LIN). Alors fg € LY(Q) etona:

gl < 11£1lpllgllq- (4.8)
Théoreme 11. Soient 1 < p < 400, f,g € LP(Q). Alors f+g € LP(Q) etona:

Hf‘i‘QHpSHpr"i‘Hng- 4.9)

Démonstration. Oour 1 < p < o0, il s’agit de ’inégalité de Minkowski. Pour
p = 1, cela vient du fait que |f + g| < |f| + |g|. Pour p = oo, on revient a la
définition de la borne supéricure essentielle. Soit 57 I’ensemble de tous les nombres
réels a tels que A\(|f + g/~ (Ja;; +00]))) = 0 et Sy I’ensemble de tous les nombres
réels a tels que A((|f] + |g]) ™' (Jo; +00]))) = 0. Puisque If + g < [f| + [g].
on en déduit que : So C S1. Ce qui implique, ||f + g||co < || flloc + ||9]]oo (car
[ £1loo + [1glloo € S2) - O

On voit que pour ’application || f||, soit une norme sur L il manque que
l|fllp = 0 = f = 0. Ceci n’est pas le cas, puisque ||f||, = 0 = f = Op.p.
Pour remédier a cela, on va considérer les classes d’équivalences dans LP pour la
relation fRg < f = gp.p. De cette maniére, LP est un espace vectoriel normé. On
alors le résultat suivant :

Théoreme 12. Pour 1 < p < oo, LP(R) est un espace vectoriel normé complet.

Démonstration. On consideére d’abord le cas out 1 < p < oo. Soit (f,)nen une
suite de Cauchy dans LP. Il existe une sous-suite (fp, )ren, 71 < n2 < .... telle
que :

[ frpes — frell < 27Kk =1,2....
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On pose :
7 oo
gi = Z |fnk+1 - fnk‘mg = Z |fnk+1 - fnk‘
k=1 k=1

D’apres I’inégalité de Minkowski, ||g;|[, < 1 pour @ = 1,2, ..... Par application
du lemme de Fatou (g”);en, on a ||g||, < 1. En particulier, g(z) < oo presque
partout. On pose :

oo

f(l’) = Z (fnk+1 (x) - fnk(x))

k=1
lorsque la série du membre de droite converge et 0 dans le cas contraire. On otient :

fl@)= tm fo.p.p.

11 faut maintenant démontrer que f est la limite de f,, au sens L?.
Soit € > 0, il existe N tel que || f,, — fp|| < e dés que n,p > N.Pour toutm > N,
le lemme de Fatou montre que :

[ 15 =l < dim [ fu = falde < e @.10)
Q k—+o0 JQ

On en déduit que f — f,,, € LP, f € LP et finalement || f — f,,|[, — 0 quand m
tend vers +o0. Ce qui acheve la démonstration pour 1 < p < 4-00. O

Théoréme 13. Soit 1 < p < +oc. L'espace D(2) est dense dans LP(S2), c’est a
dire que pour toute fonction f € LP(Q), il existe une suite f, € D(Q) telle que,

lim ||f - fn”p =0.

n—-4o00
Pour démontrer ce théoreme, on utilisera le lemme suivant :

Lemme 1. Soit S [’ensemble de toutes les fonctions mesurables a valeurs réelles,
définies sur () et telles que

A{z :s(z) #0}) < 0.
Pour 1 < p < oo, S est dense dans LP ().

Démonstration. On a S C LP. On suppose f > 0, f € LP, on définit s,, de la
maniére suivante. Soit §,, = 27" et pour ¢t > 0, on pose ¢, (t) = k ouk vérifie
t =kop+r,kinNet0 <r < d,.Puis s, = g0 f. Alors s, € S, [f —sp|P < fP
et le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue montre que || f — f,,||, tend
vers zéro. Le cas général se déduit de ce cas particulier. O
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Démonstration du théoreme. On définit S comme précédemment. Pour 1 < p <
oo. Pour s € Sete > 0, il existe g € C.(12) telle que g = s sauf sur un ensemble
de mesure inférieur 2 €, et |g| < ||g||oo (théoréme de Lusin). D’ou :

1
g — sllp < 2€7|[s][insry-
Comme s est dense dans LP ceci achéve la démonstration. O

Corollaire 1. Soit f € L?(). Si pour toute fonction ¢ € D(R), on a,

[ f@olw)ds =0
Q

alors f(x) = 0 presque partout dans Q.

Démonstration. Soit f,, une suite de fonctions de D(2) qui converge vers f dans
L?(€2), alors,

O:/Qfgbndx.

Or,

[ foude = 10171 =1 [ £ = £+ du)dz = 1£17]
=1 [ £(0n = Pdal < [1f1ll[6n = f1 = 0 quand n = +oc.

Donc f = 0 presque partout dans 2. O

Plus généralement, on peut définir les espaces LP(Q2) avec 1 < p < +oc. Pour
1 < p < +oo, LP(Q) est I'espace des fonctions mesurables dont la puissance
piéme est intégrable. C’est un espace de Banach pour la norme,

e = (/Qf(x)pd:v)%.

L est I’espace des fonctions mesurables f essentiellement bornées, ¢’esta € dire
qu’il existe une constante C telle que, | f(z)| < C presque partout dans €2. Muni
de la norme,

| fllLe (@) = Inf{C € R tel que | f(x)| < Cp.p dans O},

L*° est un espace de Banach. Par ailleurs, si {2 est un borné, LI(2) C LP(Q2) des
que 1 <p < g < +o0.
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4.3.2 Rappel sur la théorie des distributions

Soit 2 C RY un ouvert. On note D(f2) I’espace des fonctions de classe C™
a support compact dans €2. On rappelle que le support d’une fonction réelle conti-
nue est I’adhérence de 1’ensemble des points ou cette fonction ne s’annule pas.
On munit D(2) d’une pseudo-topologie, c’est a dire qu’on définit une notion de
convergence dans D((2).

Définition 34. On dit qu’une suite (¢, )nen de D(QY) converge vers ¢ € D(Q) si,
1. le support de ¢y, reste dans un compact K C Q.
2. pour tout multi-indice o, 0“¢,, converge uniformément vers 0%¢ dans K.

On définit alors I’espace des distributions comme 1’espace “dual” de D(12),
c’est a dire I’espace des formes linéaires continues sur D({2) “continues” sur D(£2).

Définition 35. Une distribution sur T € D'(Q) est une forme linéaire sur D qui
vérifie,

lim T(¢n) =T(9)

n—-+o0o

pour toute suite ¢,, convergeant vers ¢ au sens de la pseudo-topolgie définie plus
haut. On note D' I’espace des distributions.

Définition 36. Pout T' € D'(Q2), on définit g% par,

99
8.%‘

T
<%,¢>:—<T, > Vo e D).

Distributions et espaces L”((2)

Exercice 9. Vérifier que si f est localement intégrable alors I’application linéaire
T définie par,

<Tf,¢>= /quﬁdx,

est une distribution. Dans ce cas on identifie T’ et f.

4.3.3 L’espace de Sobolev H'((2)

Définition 37. Soit Q un ouvert régulier de R™. On définit I’espace de Sobolev
HY(Q) par :

HY(Q)={uce LQ(Q)/%U € L*(O)Vie{l,..,N}}

otic les dérivées %u sont prises au sens des distributions.
K2
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Proposition 9. Muni du produit scalaire,

(f.9) = [ fada+ [ VIVgds.

et de la norme associée,
1
ey = ([ da+ [ V5P,

I’espace H' () est un espace de Hilbert.

Démonstration. 1. application (f,g) définit bien un produit scalaire dans H*. Tl
faut maintenant montrer que 1’espace est complet. Soit u,, une suite de Cauchy
dans H'. Alors les suites u,, et %un sont des suites de Cauchy dans L?. Or L?

est complet donc, il existe u et w; telles que u,, et %un convergent vers u et w;
dans L2. Or pour toute fonction ¢ € D(f2), on a,

0 0
/g)@:mun¢__/g)un8m¢’

donc par passage a la limite,

/sz’QS:/QUaiiQ

0
= U
8.7}1'
au sens des distributions. Et alors u,, tend vers « dans H' ce qui achéve la démons-
tration.

ce qui montre que,

w;

O]

Proposition 10. Soit v une fonction de H'(Q2). On suppose que¥i € {1,..., N}, %v =

0 alors pour chaque composante connexe de € il existe une constante C' telle que

v="C.

Démonstration. On a :
¢
c%ri

v—-dx = 0. 4.11)

Soit :

Q=]-L1lcQ
et0(t) € D(] —1,1]) avec

/—lla(t)dt = 1.
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Pour toute fonction ¢ € D(2), on définit :

(o' @) = /xl (9(t) /_ll (2, s)ds — qﬁ(a:’,t)) dt.

-1
Avec 2’ € RV~1. On vérifie que psi € D() et que :

o, N ) ! / . ro
ol ,xl)—H(xl)/_qu(:p,s)ds oz, z,).

Alors on déduit de (1.11) que :

l
/QU(G(%') /—l o(2',s)ds — ¢(2', z;))dz'dx; = 0.

Puis par application du théoreéme de Fubini que :

l
/v¢dx:/ qﬁ(az’,s)/ v(2!, 2;)0(x;)dzds.
Q Q —1
On en déduit que :
l
v:/ v(x', x2;)0(x;)dw;.
—l

Cela montre que v ne dépend pas de z;. En renouvelant le raisonnemant pour cha-
cune des variables, on en déduit que v est cpnstante sur (), puis sur chaque compo-
sante connexe. O

Proposition 11. On suppose que N = 1. Alors, toute fonction v de H'(0,1) est
continue sur [0, 1]. De plus, pour tout x,y € [0,1], on a,

oy) — o) = [ /byt

et application qui a v € H'(0, 1) associe v(x) € R est une forme linéaire conti-
nue.

Démonstration. Soit,

Cette définition a bien un sens puisque,

w(@) = [ v(s)ds

< 'z
< +o00.
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De méme w est continue sur [0, 1] car,

w(y) —wia)| = | [ v (s)ds

< W' |l2\/ |y — .

On veut maintenant montrer que w = v p.p. On montre d’abord que w’ = v’ p.p.
Par définition de w’ au sens des distributions, on a,

/Olw'(;ﬁz—/olwgb’.

Calculons [ w¢'. On a,

/01 we’ :/1(/xvl(5)d8)¢,(l‘)d$

1(/0111 x(0<s<z<1)ds)¢' (x)dx

o\

11
= / X(0 < s < x))dsdx d’aprés le théoreme de Fubini,
0o Jo
1
= [ v / #()x(s < 2)da)ds
0 0
1
. / V(5)6(s)ds
0
Finalement,
1 1
—/ we’ :/ V(s
0 0
donc,
w' =

ou encore,
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Enfin,

|—|/ s)ds +v(y)|

< |[v'l|12(q) + v(y) par I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

<[Vl 2 + / y)dy en intégrant par rapport ay,

< |[V'lr2) + l|vl|r2(q) par I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

< V2[ll 1 (q)

4.3.4 Exercices

Exercice 10. Pour quelles valeurs de «, la fonction | x| appartient-elle 2 H*(0, 1) ?
Exercice 11. Vérifier que 3 aT ainsi défini est une distribution.

Exercice 12. Vérifier que si f est une fonction dérivable, dont la dérivée est inté-
grable alors la définition de la dérivation au sens des distributions coincide avec la
définition de la dérivée usuelle.

Exercice 13. Soit {2 un ouvert borné. Soit f une fonction continue sur et C'* par
morceaux. Montrer que f est dans H!(€2).

Exercice 14. Soit f définie sur [0, 1] par :

: 1
o ={ 4 gocd

simon.

Calculer la dérivée de f au sens des distributions. La fonction f appartient elle a
HY(0,1)?
Exercice 15.

Soit f définie sur [0, 1] par :

f(w):{ e_g s%:c<0

smon.

1. Montrer que f est de classe C'*°.
2. Quelest le support de g(z) = f(x) — f(1 —z)?

3. Soita € R™ et r > 0. Quel est le support de h définie sur R" par h(x) =
fo? =z —al?)?
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Exercice 16. On suppose que N = 2. Soit,

f(x) = [In(fz])*.

Montrer que pour 0 < a < % f € HY(B(0,1)). On suppose que N = 3. Soit,

fla) = =77,
Montrer que pour 0 < 3 < Y2, f € HY(B(0,1)).

Théoréeme 14. Soit_Q un ouvert borné de classe C* ou encore Q) = ]Rﬁ ou encore
Q = RN, Alors D(Q) est dense dans H' (12).

4.3.5 L’espace de Sobolev H}((2)

Définition 38. L’espace de Sobolev H} () est défini comme I’adhérence de D(X))
dans H(Q).

Proposition 12. Muni du produit scalaire de H'(Q2), HZ () est un espace de
Hilbert.

Démonstration. Toute suite de cauchy de H} (2) converge dans H'(Q) car H'()
est un espace de Hilbert. Or par définition H}(f2) est un sous-espace fermé de
H'(€). Donc toute suite de cauchy de H}(€2) converge dans Hi (). O

Proposition 13. Soir Q un ouvert de RN borné dans au moins une direction d’es-
pace. Il existe une constante C' > 0 telle que pour toute fonction v € H}(12),

/Q|U($)\2d$§C/Q\VU(;E)|2dx.

Démonstration. On commence par démontrer le résultat dans D(€2), on procéde
ensuite par densité. On suppose que si z = (z1,...,xy) € Qalors —co < a <
x1 < b < +o0. Soit v € D(Q) alors en prolongeant v par 0 en dehors de €2, on
peut écrire :

v(z) = / 1 ailv(t,m, ., xn)dt carv(a) = 0.

Alors,

b

o(z)2 < (b—a)/a (ailv(t,xg,...,m]v))

2dt.
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En intégrant sur {2, on obtient alors,

Hv(x)H%g < —a// a—xlvt:rz,..,x]v))zdtdx

< (b—a)/a /Q(a—xlv(t,:rz,...,x]v))zdxdt
< (b—a)z/Q(ailv(t,xg,...,x]v))de
< (b—a)2/QHVvHde.

Ce qui montre le résultat pour toute fonction v de D(£2). Soit maintenant une fonc-
tion v € HJ(£2). Par définition, il existe une suite de fonctions de D(2) telles
que,

im0 = vl o) = 0.

Or pour tout n,
/ (o () [2der < c/ Vo (z)[2dz.
Q Q

Par passage ¢ la limite, on obtient le résultat souhaité. 0

Proposition 14. Soit 2 un ouvert de RY borné dans au moins une direction, alors
la semi-norme définnie sur H{,

1
)2,
limyeoy = ([ 19
est une norme équivalente € la norme usuelle.

Démonstration. Dans un sens ¢’est évident et dans I’autre sens on utilise I’inégalité
de Poincaré. [

4.3.6 Traces et formules de Green

Théoréme 15. Soit ) un ouvert de classe C* ou bien ) = RJX . On définit ’appli-
cation trace vy de la maniére suivante :

Yo :HY(Q) N CY%Q) — L*(09) N C°(09)
v = 0(v) = vlaa-

Cette application linéaire se prolonge par continuité en une aplication linéaire
continue de H'(Y) dans L*(0)) encore notée vy,

Yo :HY(Q) — L*(09)
V= U‘BQ.
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En particulier, il existe une constante C' telle que :
vllr2(0) < Cllvllgy(q)-

Démonstration. On montre le résultat pour 2 = RY . Soit v une fonction de D(£2).
On a,

< [ o 0P + (ol ).

En intégrant sur RN=1 on obtient,
2 2 2
HUHLQ(aRﬁ) < HUHLQ(Rf) + HVUHLZ(Rf)'

Puisque D(1) est dense dans H'(12), I’application linéaire se prolonge de maniére
unique sur H'(12). O

Corollaire 2. Soit Q2 un ouvert borné régulier de classe C L On a alors,
H3(©) = ker o

4.3.7 Les espaces de Sobolev H™

Définition 39. Soit Q un ouvert régulier de R™. On définit I’espace de Sobolev
H™(Q) par :

H™Q) = {u € L*(Q) /0% € L*(Q) VYa, vérifiant |o| < m}
out les dérivées 0“u sont prises au sens des distributions.

Proposition 15. Muni du produit scalaire,

(f.g) = /Q S 9% f0°gda,

laf<m

et de la norme associée, I’espace H™ (Y) est un espace de Hilbert.
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Formules de Green

Proposition 16. Soit Q) un ouvert borné régulier de classe C. Soit u une fonction

de C1(Q) a support borné dans le fermé Q. Alors elle vérifie la formule de Green,

o O, (x)dz = /aQw(;v)ni(:L‘)ds,

ol n; est la i-eme composante de la normale extérieure unité de ).

Proposition 17. Pour toutes fonctions u,v de C(2), on a,

ov ou n
U =— v uvN;
o Ox; o Ox; o
Démonstration. On applique la formule de green a la fonction w = uv. O

Théoreme 16. Pour toutes fonctions u,v de H 1(9), on a,

ov ou n
U = — v uvN;
o Ox; o Ox; o0

Théoréme 17. Soit Q un ouvert de classe C'* ou bien Q) = Rf . On définit ’appli-
cation trace 1 de la maniére suivante :

1 :H2(Q) N CHQ) — L*(0Q) N C°(09)

Cette application linéaire se prolonge par continuité en une aplication linéaire
continue encore notée vy,

y1 :H?(Q) = L*(09)
s 7 ]
v = —laq.
En particulier, il existe une constante C telle que :
Ov
15, l2(9) = Cllvllm20)-

Proposition 18. Pour toutes fonctions u € H?() etv € HY(Q), on a,

/Auv: —/ Vqu—i—/ vVu.n
Q 9 a0



