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Soit f : R — R une fonction continue, on s’intéresse a la résolution théorique et numérique du
probléme suivant : trouver une fonction u : [0, a[— R solution de 1’équation,
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ou a est soit un nombre strictement positif, soit +-oco. Pour I’approximation numérique de la solution
du probléme (1), on se donne un nombre strictement positif 7', un pas de temps h. On pose alors N =
%, et on subdivise I'intervalle [0, 7] en posant ¢; = i¢h. Lapproximation de la solution du probleme
(1) sur I’intervalle [0, T'] consiste alors a construire un vecteur (U, )o<,<n selon une méthode donnée.

Exercice 1.

1. Décrivez succinctement les méthodes de résolution numériques suivantes :
(a) La méthode d’Euler explicite.
(b) La méthode d’Euler implicite.
(¢) La #-méthode.
(d) La méthode de Runge-Kutta RK?2.
(e) La méthode de Runge-Kutta RK4.
2. On suppose que f(u) = au avec a < 0. Calculer la solution exacte du probleme (1).

3. On suppose que uy > 0, et que Uy = ug. Donner une condition nécessaire et suffisante sur
a et h pour que 1I’approximation (U, )o<,<n construite par la méthode d’Euler explicite soit
strictement décroissante.

Exercice 2.
Soit,

1. Calculer f'(u).
2. Montrer que f’ est bornée sur R.

3. En déduire qu’il existe une unique fonction u qui soit solution du probleme (1) sur [0, +oo] .



4. Déterminer les solutions de 1’équation
f(u) =0.

5. Déterminer le comportement asymptotique (c’est dire lorsque ¢ tend vers +00) de u(t) en
fonction de la valeur de uy.

Exercice 3. On considere le probleme (1) avec f(u) = —u?.

1. Etude théorique

(a) Montrer que quelque soit la valeur de wy, il existe ¢y > 0 et une unique fonction u définie
sur [0, o[ qui soit solution du probleme (1).

(b) Dans toute la suite de 1’exercice, on suppose que uy > 0. Quel est le sens de variation de
u(t) ? Résoudre 1I’équation (1). Quel est le comportement asymptotique de u(t) ?

2. Approximation par la méthode d’Euler explicite.

(a) Soit (U, )o<n<n le vecteur construit par la méthode d’Euler explicite, avec Uy = ug > 0.
Calculer U, en fonction de U,,.

(b) Montrer que :
1. la suite U,, est décroissante,
ii. sih < ULO alors U,, > O pour toutn € 1,..., N,
iii. sih > ULO alors il existe a > 0 tel que U; < —acpour toutn € 1,..., N.

(c) On suppose que h < Uio On suppose que u(t) est la solution exacte de 1’équation (1), on

pose,
Vne0,...N V,=u(nh),

et,
Vneo,...N e,=V,—U,.

Montrer qu’il existe une constante L. = 20U, et une constante C' telles que,
lens1| < (14 Lh)|e,| + Ch2.
(d) En déduire que, )
len| < (14 Lh)"|eo| + Ch? nz 1+ Lh)*
k=0

(e) Quelle est la valeur de e ? En déduire que,
C
leal < ZR((L+ LR)" = 1),

(f) On rappelle que pour tout z € R, (1 + z) < e®. Montrer que

lim max le,| =0.
h=0 n€0,...,N

3. Approximation par la méthode d’Euler implicite.

(a) Soit (Uy,)o<n<n le vecteur construit par la méthode d’Euler implicite, avec Uy = ug > 0.
Montrer que si U,, > 0 alors 1’équation (avec I’inconnue x),

r=U,+hf(x)

admet deux solutions distinctes, 1’une strictement positive et 1’autre strictement négative.



(b) Montrer que si I’on applique 1’algorithme de Newton, avec U,, > 0 et avec une condition
initiale (de I’algorithme de Newton) xy > 0 pour résoudre 1’équation,

x—U,—hf(z) =0,

alors I’algorithme converge vers la solution positive.

(c) On considere donc qu’a chaque itération de la méthode d’Euler implicite, c’est cette so-
lution positive qui est choisie. De sorte que I'ona U,, > 0 Vn € 0, ..., N. Montrer que
la suite (U, )neo,... v est décroissante.

-----

(d) Soit g la fonction qui a w positif associe la solution x positive de,
x—w+hf(x)=0.

Montrer que pour tout wy, we €0, Upl[, si h < % avec L = 20U, alors,

— < — )
|g(w1) — g(wa)| < 1_ thwl ws|

(e) On vient de montrer que I’algorithme d’Euler implicite s’écrit :
Unt1 = Un + hf(g(Un))-
En déduire que,

lim max |e,| = 0.
h—0n€o,...,.N

On pourra admettre pour cette question que,

Vier = Vi + hf(9(V,)) +m(V,,)h?

ou m(V,) < CVV, € [0,Up] et C > 0.



