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Exercice 1.
Soit f une fonction définie sur R et x, x1, ..., z,, n + 1 réels distincts de R.
1. Soit :
1 o xg
1 =z !
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Montrer que D,, est inversible.

2. En déduire qu’il existe un unique polyndome F,,, de degré inférieur ou égal a n tel que, pour
toutz € 0,...,n:

f@i) = Po(zi).
3. Donner I’expression de P, (x) = > a;¢;(x), sous sa forme de Lagrange (expliciter a; et ¢;).

4. Montrer que les polynémes ¢;();co ... n, appraissant dans 1’expression précédente forment une

base de R™[X].

5. Donner I’expression du polyndme P,(z) = Y ", bi1;(x), sous sa forme de Newton, (Expli-
quer comment calculer b; et expliciter ;).

.....

6. Monter que les polynémes v;(x);co .., forment une base de R™[X].

-----

7. Montrer que :
_ det A,

" det D,

ol A,, estla matrice obtenue en remplagant la derniére colonne de D,, par le vecteur (f(xo), ..., f(z,))".
5

8. On suppose dans cette question que z; = i,0 < i < 3 et que f(z) = 2° — 2. Déterminer le
polyndome d’interpolation de f sous sa forme de Lagrange et de Newton, puis I’écrire dans la
base usuelle.

9. On suppose dans cette question que 79 = 7 = 0, 7o = x3 = 3 et que f(r) = 2° — 2.

Déterminer le polyndme d’interpolation de f sous sa forme de Newton généralisée.



Exercice 2.
Soit f(x) une fonction définie sur un intervalle [a, b] C R et assez réguliere.
1. On pose :

Is = "2 (7la) + S 0) + 455

Démontrer qu’il existe £ € [a, b] tel que :
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2. Calculer I’intégrale I du polyndme d’interpolation de f sur le support zop = 1, = a,xy =
T3 = b.

3. Donner une majoration de £p = fab f(z)dx — Ip qui fasse intervenir la dérivée quatrieme de
f
4. On suppose que a = 0,b = 3, et que :

f(z) =2 — 23

(a) Calculer la valeur de I5 dans ce cas (en donner un valeur approchée a 1072).

(b) En utilisant, I’inégalité (1) donner une majoration de | Fs|.

(c) Exprimer la valeur exacte de Eg et en donner une valeur approchée a 102 pres.

(d) Exprimer la valeur de I, dans ce cas et en donner une valeur approchée a 1072 pres.
(e) En utilisant la majoration obtenue a la question 3, donner une majoration de | Ep|.
(f) Calculer la valeur exacte de Ep (en donner un valeur approchée a 102).

5. Déterminer « et (3 tels que :
aa+p = -1
ab+p5 =1

6. On pose ¢(z) = ax + (. En utilisant le changement de variable y = ¢(x), montrer que 1’on

) /abf(x)dx = /llg(y)dy

ou g est une fonction que I’on explicitera.

7. On rappelle que les polyndmes de Legendre sont définis pour tout n € N* par la formule de
récurrence suivante :

2n + 1 n

Vn € N*, Ln+1('r) = n+1 an('r> -

avec,
Lo(z) =1let Ly(z) = .

Calculer L5 et Ls.

8. Déterminer les racines de Ls.



9. On rappele que la formule d’intégration de Gauss-Legendre peut s’écrire
1 n
o= [ pala)dz =3 Nf(w)
-1 i=0

ou pour touti € {1,...,n},ona:
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les (x;)o<i<n étant les racines de L, (z) et p, étant le polyndme d’interpolation sur le support
{xg, ..., z,, }. Dans la suite, on considére de nouveau le cas ot a = 0,b = 3, et f(z) = 2° — 3.
Calculer I’intégrale du polynéme d’interpolation de g sur le support constitué des racines de

Ls.

10. Calculer I’erreur exacte Fg;, = fab f(x)dx — Igp. Etait ce prévisible ? Justifier votre réponse.



