Chapitre 6

Equations différentielles
ordinaires

Ce chapitre traite de la résolution des équations différentielles ordinaires. Les
équations différentielles ordinaires modélisent de nombreux phénomenes issus de
la physique, de la chimie ou de la biologie. Aprées avoir donné les principaux théo-
remes d’existence et d’unicité des solutions, nous présenterons les méthodes d’Eu-
ler et Runge-Kutta. Nous démontrerons ensuite la convergence des méthodes.

6.1 Position du probleme

Soit I un intervalle de R et £ un ouvert de RP. Soit f une fonction continue
sur O = I x E. Soit (tg, up) € O. On considere le probleme suivant : trouver une
fonction u dérivable telle que,

{u'(t) = fu(t)), 6.1)

u(ty) = wup.

6.2 Théoremes d’existence et d’unicité des solutions
Définition 1. On dit que f est localement lipschitzienne si pour tout (T,u1) €
I x E, il existe § et L tels que

[t =7l <det|lug —url| <= |[f(t,ur) — f(t,u2)|| < Lllur —uz|[. (6.2)

Définition 2. On dit que f est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable
uniformément en la premiere si il existe L > 0 tel que,

Vt € I,Vui,us € E, ||f(7f, ul) — f(t,UQ)H < LHul — UQH (6.3)
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Lexistence et I'unicité des solutions de I’équation (6.1) est assurée par le théo-
réme de Cauchy-lipschitz. !

Théoreme 1 (Cauchy-Lipschitz). Si f vérifie (6.2), alors il existe p et u tel que u
soit [’'unique solution de (6.1) sur tg — u, to + u. Si f vérifie (6.3) sur I x RP alors
il existe une unique solution u de (6.1) de classe C'' définie sur I.

Proposition 1. Sous les mémes hypothéses, si I’on suppose de plus que f est de
classe CP alors u est de classe CP1L,

6.3 Les méthodes d’Euler

Dans cette section on se place dans un intervalle [0, 7], que I’on divise en N
sous intervalles de longueur h. C’est a dire que 1’on pose :

to=0,t1 =h,....txy =1T.

On va maintenant construite un vecteur :
Uo
Ux
Un
de telle sorte que U, soit une approximation de u (%, ) ol u est solution de 1’équa-
tion (6.1).
6.3.1 La méthode d’Euler explicite

L’idée de la méthode d’Euler % est d’approcher :

A (t) par u(t + hf)b - u(t)

1. Augustin Louis, baron Cauchy (1789-1857) est un prolifique mathématicien francais. Ses tra-
vaux portent sur I’analyse, 1’algébre, la géométrie, les probabilités et aussi I’optique et la mécanique.
Catholique et royaliste engagé, ses positions lui valurent parfois de vives critiques et oppositions. Ru-
dolph Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) est un mathématicien allemand. Il précisa les résultats
de Cauchy sur les équations différentielles et de son nom que découle le terme "lipschitzienne". 11
travailla également sur la théorie des nombres, I’analyse, la géométrie différentielle et la mécanique
classique.

2. Leonhard Euler (1707-1783), est un éminent mathémticien Suisse qui vécut principalement en
Russie et en Allemagne. Ses travaux ont été considérables en mathématiques (analyse, théorie des
graphes). Il est également connu pour ses travaux en mécanique, dynamique des fluides, optique et
astronomie.
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L’équation (6.1) devient alors,

u(t + h) — u(t)

()]

ou €ncore,

u(t+h) =u(t) + hf(u(t)).

On cherche alors U solution de

VYR €0,...N—1 Upi1 = U+ hf(Un) (6.4)

6.3.2 La méthode d’Euler implicite

L’idée de cette méthode est d’approcher,

W/ (t) par “(t)_z(t_h)
L’équation (6.1) devient alors,
t)—u(t—h
MO _ ),

u(t) — hf(u(t)) = u(t — h).

On cherche alors U solution de,

VYR €0,...N -1 Upi1 — hf(Uns1) = Un. (6.5)

6.3.3 La théta-méthode

On obtient cette méthode en prenant une combinaison convexe des équations
(6.4)et (6.5):

Vne,..N—1 Upt1=U,+h(0f(U,)+ (1 —=0)f(Upt+1)). (6.6)
ou 6 est un réel compris entre 0 et 1.

Le lecteur pourra remarquer que pour § = 1, c’est la méthode d’Euler explicite
tandis que pour 6 = 0, il s’agit de la méthode d’Euler Implicite.
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6.4 Convergence de la méthode d’Euler

6.4.1 Convergence de la méthode d’Euler explicite

Soit u(t) la solution de I’équation (6.1). On pose,
Yne€o,...N, V,=ult,).
On a alors,
Théoreme 2. On suppose que la fonction f est de classe C' sur RP, alors,

lim sup |U,—V,|=0.
h—=0peo,...,N

Démonstration. On pose,
€n = Vot1 — Voo — hf (V)
Alors, puisque V est de classe C? sur [0, T),
30 >0, en| = [Vis1 = Vo = hf (V)| < CI?

[Unt1 = Vo] = |[Un + hf(Un) — (Vi + hf (Vi) + €5)]
<|Up — Vol + Lh|U,, — V| + |€n]
< (14 Lh)|U, — V,,| + Ch?
< (14 Lh)((1 + Lh)|U;_1 — Vi_1| + Ch?) + Ch?
< (1+ Lh)*|Ui—1 — Vi_q| + (1 + Lh)Ch* + Ch?
Par récurrence, on montre alors que,

n—1
Vn€0,...N, |Uy—V,| < (1+Lh)"|Uy— Vol +Ch*(>_(1+ Lh)¥.
k=0

Ceci implique que Vi € 0, ..., N,

1— (14 Lh)
\Un—Vn|§Ch2((_;h)) (car Uy = Vp)
1— (1+Lh)™
= Ch*(1+ Lh)"
Ch2(1 + Lh)™( o )
§(1+Lh)N€h
L
S%heNLh
:%heLT.
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Remarque 1. En fait la condition, f lipschitzienne n’est pas nécessaire. En effet,
on peut se donner une valeur r et construire le cylindre K = Uycjo 1 B(u(t),r).
On choisit alors :

L =sup |Vf],
rzeK

puis h assez petit pour que %heLT < r. Alors U, € K pour touti € 0,..., N, et
ona|f(Un) = f(Va)| < L.

6.4.2 Convergence de la méthode d’Euler implicite

Théoréme 3. On suppose que la fonction f est de classe C' sur R, alors,

lim sup |U,—V,|=0.
h—0ec0,....N

Démonstration. On pose,
en = Vigr — Vo — f(Vig1)h.

Alors puisque V est de classe C? sur R, on en déduit, en utilisant la formule de
taylor que :

h2
Vi = Vigr + f(Vig1)h| < sup \U”(t)|§~
te[0,T
On a donc :
3C >0, e < CH2
Donc :

|Un+l - Vn+1| = |Un + hf(Un—i—l) - (Vn + hf(vn—H) + 6n)|
< |Un = Vol + Lh|Ups1 — Vi1 | + |l

On en déduit que :

1 2
— L —

On pose :

Ph=1"Ih
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Par récurrence, on montre que :

Vnel,.,N, |U,—Va| <Ch*> pj.
k=1

Ceci implique que Vn € 1, ..., N,

1— p?
(U = Val < prC0> 320

Ph
= Chior — 1)
< Shol —1)
— %h(exp(—Nln(l - %) —1)
< Ch(exp(LT + ()~ D).

6.5 Les méthodes de Runge-Kutta

On se donne g réels ¢y, c2, ..., ¢4 et on leur associe des formules de quadrature :

ci q
| vt =3 aies) ©7)
0 s
et
1 q
| v =3 b ©8)
j=1

On considere alors les instants intermédiaires :
tni =tn +cih, 1 <i<gq
On obtient en utilisant (6.7) :

y(tm’) = y(tn) =+ " f(tv y(t)) = y(tn) +h Z aijf(tnj’ y(tnj))
j=1

in
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et en utilisant (6.8) :

tn+1

q
Y(tns1) = y(ta) + Flty@)dt = y(tn) + b > bjftng,y(tns))
j=1

tn

Les méthodes de Runge-Kutta consistent a remplacer les signes ~ par des égalités,
on obtient :

q
Yni = Yn + hz aijf(tnj7ynj)
=1
et,
q
Ynt1 = Yn + 0> i f(tnj, Ynj)
=1

Une méthode de Runge-Kutta est donc déterminée dés que I’on connait g, ¢;, a;j,
b;. On représente généralement une méthode de Runge-Kutta 3 par le tableau :

Cc1 | a1 a2 ... Qig
C2 | a21 a2 ... Q2q
Cq | Qg1 Qg2 ... Qqq

b1 by ... b,

6.5.1 La méthode de Runge-Kutta d’ordre 2

Elle est donnée par le tableau :

On obtient donc :

Ynl = Yn

3. Carl Runge, 1856-1927, est un mathématicien allemand. Il soutient son doctorat en 1880 sous
la direction de K. Weierstrass. Sa principale contribution reconnue en mathématiques est le dévelop-
pement, en 1901, avec M.W. Kutta des méthodes de Runge-Kutta pour I’approximation des solutions
différentielles que nous présentons dans ce chapitre. Il découvre également a la méme époque, que la
différence entre le polyndme d’interpolation d’une fonction et la fonction qu’il interpole peut explo-
ser lorsqu’on augmente le nombre de points du support (c’est le phénomene de Runge ; voir TP). Il
s’intéressa également a la physique (spectroscopie, géodésie astrophysique). Il fut I’ami du célebre
physicien M. Planck. Martin Wilhelm Kutta, 1867-1944 est également un mathématicien allemand.
I1 est aussi connu pour ses études en aérodynamique.
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Yn2 = Yn + hf (tn, yn)
et,
Ynt+1 = Yn + g(f(tm Yn) + f(tns1, Yn2))
Interprétation géométrique

6.5.2 La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4

Elle est donnée par le tableau :

00 0 0 O
1 1
Hivoo
5 0 5 0 0
110 0 1 0
I 1T 1 1
6 3 3 6
On obtient donc :
Ynl = Yn
h h
yn2:yn+*f(tn+*7yn)
2 2
h h
Yn3 = Yn + if(tn + §7yn2)

Ynd = Yn + hf(tn+1a yn3)

h h h
Yn+1l = Yn + E(f(tnayn)+2f(tn+ §a yn2)+2f(tn+§>yn3) ++f(tn+h>yn4))

6.6 Convergence de la méthode Runge-Kutta RK4

On énonce maintenant et on démontre un théoréme assurant la convergence
de la méthode de Runge-Kutta RK4. La démonstration présentée ici se veut assez
constructive et fait le lien avec 1’intégration numérique. Elle ne ne permet pas de
montrer que la méthode est d’ordre 4. Soit U,,, n € {0, ..., N} etUyj,j € {1,...q}
les suites construites par la méthode RK4. On pose V,, = u(t,),n € {0,..., N} et
Voj = u(ty +cih),j € {1,....q}.

Théoreme 4. On suppose la fonction f assez réguliére sur RP, alors,

lim sup |U,—V,|=0.
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Démonstration. On a :
q q
Vn+1 - Un+1 - Vn + hz bjf(vn]) + e — (Un + hz b]f(UnJ))
Jj=1 J=1
ou

€n = Vn—i—l (Vn + hz b f( n]))
L f(u(s))ds — h z L0if (Vi)
ff:“ f(u(s))ds — %(f( (tn)) +4f (u(tn + 0.5h)) + f(u(tnt1)))

D’apres les résultats sur la méthode de Simpson, on en déduit que

lenl] < CR®

ou C' est une constante indépendante de h. On en déduit que :

q
||Vn+1 - Un+1|| < ||Vn - Un|| —I—LthjHan - Unj” + ||€n||
Jj=1

Par ailleurs :
Han - Unl” = HVn - UnH

[[Viie — Un2|| = ||V + 0.5hf (V1) + €n1 — (Up, + 0.50f (Una))||-

€Enl = Vnz — Vn — O.5hf(Vn1)

On en déduit d’apres les résultats sur la méthode des rectangles que :

lent]| < Ch
Puis,
Vg = Un2l| < |[Va = Unl| 4 0.5LA||Var — Una|[ + [[€n|
< (14 O5Lh)|Vy — Upl| + |lent]l-
|Vis — Unsl| = ||Va + 0.50f (Via) + €n2 — (Up, + 0.5hf (Un2))|l.
ol

en2 = Vg — Vo — 0.5hf(Vpo)

On en déduit d’apres les résultats sur la méthode des rectangles que :

len2]] < Ch
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Puis,
HVn3_Un3H < HVn_UnH+0-5LhHVn2_Un2‘|+an2H
< |[Va = Unll+ 0.5LA((1 + OSLI|Va — Ul | + [leat] ) + enc]
< HVn_UnH(l'i‘%"‘Lzlh )"‘%HGHIH"‘H%QH-
Enfin,
HVn4 - Un4” = an -+ hf(vn?)) +€n3 — (Un =+ hf(Un3))H
ol

€ng = Vona—V, — hf(Vn3)

On en déduit d’apres les résultats sur la méthode du point milieu que :
2
llens|| < Ch
Puis,

HVn4_Un4H HVn_UnH“‘LhHV%_UnSH+H€n3H

<

232
< Vo = Unll + LA(| Ve = UnlI(1 + 5 + 55) + B lent || + [lenzll) + [lens]]
<

27,2 31,3 2 %
Vo = Un||(1 + Lh + L= + L2 - L5 (e || + Lh||ena]| + ||e3

Finalement, on en déduit que :
Vat1 — Unal| < [|Vi = Unll(1 + L'h) + CH.

puis,
Vo= Uall < CREp3(+ DD
Sh(1+L'h)"

Chexp L'T.

IAN I IA

O

Remarque 2. L’idée pour montrer que la méthode est d’ordre 4 est d’écrire le
développement de taylorent, de V11 —V,, etde h E?Zl b f(Vnj), et de montrer
que la différence est d’ordre 5. Voir [?]



6.6. CONVERGENCE DE LA METHODE RUNGE-KUTTA RK4 11

Méthodes numériques 2. Université du Havre

Feuille de TD 3.

Exercice 1. Soit I’équation,

{ y = y2
y(0) = wo

1. La fonction f(y) = 32 est-elle lipschitzienne ? Localement lipschitzienne ?
2. Montrer I’existence d’une unique solution maximale.
3. Résoudre I’équation.

Exercice 2. On considere I’équation,

L -
y(0) =

1. La fonction f(y) = % est elle lipschitzienne sur R ? Localement lipschit-
zienne sur R ?

2. On suppose yo # 0. Montrer I’existence d’une unique solution maximale.
Calculer la solution.

L <=

0

3. On suppose que yp = 0. On cherche une solution continue sur [0, +oo], et
dérivable sur |0, +oo] telle que,

y = % sur |0, +o00[
y(0) = 0
Calculer les solutions de 1’équation. Combien y-en a-t-il ?

Exercice 3.
Soit f une fonction continue. Dans cet exercice on s’intéresse a 1’approximation

numérique de la solution du probleme

u = f(u)
{U(O) i, (6.9)

f:R—Retwu:[0,+oo[— R

On suppose que 1’équation (6.9) admet une unique solution définie sur [0, +oo|.
SoitT >0€R, N e N eth=%.
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1. La méthode d’Euler explicite

(a) Soit (U;)o<i<N, la solution obtenue par I’algorithme d’Euler explicite.
Donner la formule permettant de calculer U, a partir de U.
(b) On suppose jusqu’a mention explicite du contraire que f(u) = au ou
a < 0 € R. Expliciter dans ce cas U; 11 en fonction de Uj;.
(c) On suppose que ug # 0. Donner une condition nécessaire et suffisante
sur h pour que :
— (Ui)o<i<n soit une suite de nombres « strictement alternée »(c’est
a dire que ses éléments sont alternativement strictements positifs et
strictements négatifs).
— (|Ui|)o<i<n soit une suite de nombres strictement décroissante.

(d) Toujours dans le cas ou f(u) = au, donner la solution exacte de (6.9).

(e) Déduire des questions précédentes une condition sur A pour que le
comportement de la suite U; soit en adéquation avec le comportement
de la solution exacte.

(f) On sait d’apres le cours que lorsque NV tend vers +oo la méthode d’Eu-
ler explicite converge. En déduire :
al
lim (1+—)".
N iIEOO( + N )
Justifier votre réponse.

2. La méthode d’Euler implicite

(a) Soit (V;)o<i<n, la solution obtenue par 1’algorithme d’Euler implicite.
Dans le cas ol f est quelconque, donner la formule permettant de relier
Vi+1 et V;. Donner en une phrase la démarche mathématique a suivre
pour déterminer V;; a partir de V.

(b) On suppose maintenant que f(u) = au avec a < 0. Expliciter dans ce
cas V; en fonction de uy.

(c) Etudier le signe de V;, et le sens de variation de |V;|. Ces résultats
vous semblent-ils en adéquation avec le comportement de la solution
exacte ?

(d) On sait d’apres le cours que lorsque NV tend vers +oco la méthode d’Eu-
ler implicite converge. En déduire la valeur de :

1
N—+o0o 1 — N

Justifier votre réponse.
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3. On suppose que f(u) = —u?.

(a) Montrer que quelque soit la valeur de g, il existe tg > 0 et une unique
fonction u définie sur [0, £o[ qui soit solution du probléme (6.9).

(b) Résoudre I’équation (6.9). Quel est le comportement asymptotique de
u(t)?

(c) Soit U, la suite construite par la méthode d’Euler explicite. On suppose
que ug = Up > 0. Donner une condition suffisante sur h et uy pour
que la suite U, soit strictement positive et décroissante.

4. Reprendre la question précédente avec f(u) = —uP,p € N, p > 3.

Exercice 4. 1’équation d’un systéme masse-ressort.
Le systeéme masse-ressort est constitué d’un ressort, dont une extrémité est fixée et
I’ autre extrémité est reliée a un objet de masse m.

1. On suppose que le ressort est positionné de maniere horizontale, et qu’un
dispositif physique permet de négliger les forces de frottements, alors le sys-
téme masse-ressort est régi par I’équation suivante,

k
x//

= ——.’L'7
m

ou k est le coefficient de raideur du ressort. La variable = représente la po-
sition de 1’objet, le 0 étant fixé a I’extrémité du ressort ou se trouve 1’objet,
lorsque celui-ci est au repos. Résoudre 1’équation. Quel est le comportement
asymptotique du systeme ?

2. On suppose maintenant que les frottements ne sont plus négligeables. L’ équa-
tion devient alors,

ou A est le coefficient de frottement.
On suppose que \? < %. Résoudre cette équation. Quel est le comportement
asymptotique du systeme ?

Exercice 5. On considere I’équation,

{ y = sin(y)
y(0) = yo

1. Démontrer que pour tout g il existe une unique solution de 1’équation.

2. Pour une solution donnée, une trajectoire est I’ensemble des valeurs y(¢):cg.
On admet le résultat suivant : deux trajectoires non confondues n’ont aucun
point en commun. Déterminer le comportement asymptotique des solutions
en fonction de la condition initiale .
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Exercice 6. On considere le systeéme suivant :

Uy = —u +u
u(0) = wp
1. Montrer I’existence et ’unicité d’une solution maximale.

2. Déterminer les solutions stationnaires.

3. Déterminer sans calcul analytique le comportement asymptotique du sys-
téme.

4. Déterminer analytiquement I’expression de la solution du systeme.

Exercice 7. Equation du pendule
L’équation donnant le mouvement du pendule est :

u” + wi sin(u) = 0

_ 9
wo—j.

Avec g constante de gravitation et [ la longueur du pendule.

1. Les valeurs : u(0) = up et v/(0) = u; étant fixées, montrer 1’existence et
I’unicité d’une solution maximale.

2. Quelles sont les solutions stationnaires du systeme ?
3. Faire une étude aussi exhaustive que possible des solutions du systeme.

Exercice 8. On considere le systéme suivant,

' = ax—bxy
{y, o (6.10)

Ce systeme décrit 1I’évolution d’un systeme de proie-prédateurs et a été introduit
indépendamment par Lotka et Volterra respectivement en 1925 et 1926. Dans ce
systeme :
— x représente la population de proies, y la population de prédateurs.
— a le taux de reproduction des proies, b son taux de mortalité due aux préda-
teurs.
— d le taux de mortalité des prédateurs, c le taux reproduction des prédateurs
en fonction des proies mangées.

1. Soit
ax — bxy
cxy — dy

F(xay):{

Calculer la matrice jacobienne de I’ et en déduire I’existence et I’unicité
d’une solution locale pour le systeme (1).
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[\

. Déterminer les solutions stationnaires (z' = 0, ¢y = 0).

98]

. Déterminer les solutions de I’équation vérifiant z = 0.

4. Déterminer les solutions de I’équation vérifiant y = 0.

5. Pour une condition initiale donnée, I’ensemble (z(t), y(t))ica, ot A C R,
est ’intervalle maximal sur lequel la solution est définie, définit une trajec-
toire. On admet que deux trajectoires ne peuvent pas s’intersecter. Déduire
de ce qui précede que si zg > 0 et yp > 0 alors z(t) > 0 et y(¢) > 0 pour
tout ¢ > 0.

6. Montrer que toute solution telle que (zo,y0) € B = {4} x]4%, +oo[ coupe
B une infinité de fois.

7. Soit (z(t), y(t) une solution, calculer :

d

%(by + cx — aln(y) — din(z)).
8. Que peut-on en conclure ?

Exercice 9. Systeme de FitzHugh-Nagumo.
On considere le systéme suivant :

{“t = flu)—v (6.11)

v = au—buv+c

f(u) = —ud +3ueta,bc>0
1. Montrer I’existence et 1I’unicité d’une solution maximale.
2. Déterminer les solutions stationnaires.

3. Faire une étude la plus exhaustive possible de la solution du systéme.

Exercice 10. Systeme de Hodgkin-Huxley. On considere le systéme suivant :

C% = —gxn*(V — Ex) — gnam®h(V — Eng) — g (V — Er) + 1
I (V)1 = m) = BV

I V)1 =)~ Ba(V)n

dh

= an(V)(1=h) = (V)
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ol gx, Fr, 9nNas ENa, 91, 1, I sont des constantes et avec des conditions initiales
données. On suppose que m(0),n(0), h(0) € [0, 1] et que les fonctions « et 5 sont
strictement positives.
1. Montrer I’existence et I'unicité d’une solution maximale définie sur un in-
trevalle 1.
2. Montrer que pout tout ¢ € I, m(t),n(t), h(t) € [0,1].
3. Faire une étude la plus exhaustive possible de la solution du systeme.

Exercice 11. Systeme de Lorenz.
On considere le systeme suivant :

x = oy—uzx)
Yo = pr—Yy—x2 (6.12)
z = xy— Pz

oua,p, 5> 0.
1. Montrer I’existence et I’unicité d’une solution maximale.
2. Déterminer les solutions stationnaires du systeme.

3. Faire une étude la plus exhaustive possible de la solution du systéme.
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