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Introduction

On se donne une fonction continue f sur un intervalle
[a, b] C R, et n+ 1 points, xg, X1, ..., Xn € [a, b] . Comment
trouver un polynéme qui coincide avec f aux points

(xi)o<i<n?
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Introduction

Théoreme 1

Soient xg, X1, ..., Xn, N+ 1 réels distincts et f : R — R une

fonction. Alors il existe un unique polynéme P de degré au
plus n qui vérifie

P(X,') = f(X,'), Vi e {0, ey n}.
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Introduction

On cherche un polyndme P(x) de degré inférieur ou égal a
n:

P(x) = Z axk,
k=0

tel que



Démonstration

On cherche un polyndme P(x) de degré inférieur ou égal a
n:

n
P(x) = Z axk,
k=0
tel que
n

D axf =f(x) Vi€o,..,n. (1)

k=0
Or I'application linéaire :

F : Rn—i—l N Rn—l—l
n

n n
(307317-"aan) = (Z ak(XO)k7ZakX]I_<7"'72‘9/()(,[1()‘
k=0 k=0

k=0

est injective.
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Introduction

En effet, soit (b, b1, ..., bp), Vérifiant, pour tout

i€0,1,...,n,
n
Zbk(X,')k =0.
k=0
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Introduction

En effet, soit (b, b1, ..., bp), Vérifiant, pour tout

ie€0,1,....n,
Zbk(X,')k =0.
k=0

Alors le polynéme,
n
E kak
k=0

possede n + 1 racines distinctes, c'est donc le polynéme nul.
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Introduction

En effet, soit (b, b1, ..., bp), vérifiant, pour tout

ie€0,1,...,n,
n
> bi(x) =0
k=0
Alors le polynéme,
n
> b
k=0

possede n + 1 racines distinctes, c'est donc le polynéme nul.
L'application F est donc injective, donc bijective.
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Introduction

L'équation (1) est équivalente a :

1 xp x4 a0 f(xo)
1 x x{ al f(x1)
1 x Xy an f(xn)
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Introduction

L'équation (1) est équivalente a :

1 xo xg\ [ f (o)
1 xq x{ al f(x1)
1 X7/ \a, f(xn)
Soit
1 xo X3
1 xq x{



Autre démonstration

Montrons que A est inversible en calculant son déterminant.
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Montrons que A est inversible en calculant son déterminant.

1 x ... X3

n

det(A): X1 .. Xq
n

1 x, ... Xx]
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Montrons que A est inversible en calculant son déterminant.

Introduction

1 x ... X3
n

det(A) — 1 x1 ... X .
1 x, ... X7

En effectuant les opérations sur les colonnes de droite a
gauche, C; + C; — xpCj_1, on obtient :

1 0 0
det(A) = 1 x1—x0 ... x{ “(x1—xo) ‘

1 Xp—x0 - X" Yxy—x0)
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Introduction

En développant par rapport la premiere ligne et en utilisant
la multilinéarité du déterminant, on trouve :

1 x4 ... xl”_1
det(A) = (x1 — x0)(x2 — x0)...(xn — X0)
1 x, ... x71
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En développant par rapport la premiere ligne et en utilisant liedaten
la multilinéarité du déterminant, on trouve :

1 x .. xl"_1
det(A) = (x1 — x0)(x2 — x0)-.-(Xn — X0)
1 x, ... x71

En réitérant I'opération, on obtient finalement :
n—1 n
det(A) = [T I (g —x) =10 —x) #o0.
i=0 j=i+1 i<j

Ce qui achéve la démonstration.
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Introduction

Le polyndme exhibé dans le théoreme 1 est appelé le
polyndme d'interpolation de f aux points xg, X1, ..., Xp-
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Le polynéme d'interpolation de Lagrange

D'apres le théoreme 1, on sait qu'étant donnés xp, X1, ..., X,
n+ 1 réels distincts, et f(xo), f(x1),...,f(xn), n+ 1 réels
associés, il existe un unique polyndéme P € R,[X] vérifiant,

P(xi) = f(xi), Vi€0,1,....n.

Méthodes
numériques

Chapitre 4:
Interpolation
polynomiale

Le polynéme
d’interpolation de
Lagrange



Le polynéme d'interpolation de Lagrange

D’apreés le théoreme 1, on sait qu'étant donnés xg, x1, ..., Xp,

n+ 1 réels distincts, et f(xo), f(x1),...,f(xn), n+ 1 réels

associés, il existe un unique polyndme P € R,[X] vérifiant,
P(x;) = f(x;), Vi€0,1,..,n

Soit L le polyndme défini par :

zfx, H ]
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Alors L est de degré au plus n et il vérifie :

L(X,') = f(X;), Vie(,1,..,n.
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Alors L est de degré au plus n et il vérifie : Lesianes

L(X,') = f(X,'), Vie0,1,..,n.

Le polynéme L est donc le polynéme d'interpolation. Ecrit
sous cette forme, on |'appelle le polynéme d'interpolation de
Lagrange.
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Alors L est de degré au plus n et il vérifie :
Le polynéme
d’interpolation de

L(X,') = f(X,’), Vieo,l,..,n. Lagrange

Le polynéme L est donc le polynéme d’interpolation. Ecrit
sous cette forme, on I'appelle le polyndme d'interpolation de
Lagrange. Soit

X — X;
di(x) = —.

Xj — Xj
j=0j#i 7

Alors, les fonctions (¢;)o<i<n, forment une base de R,[X].
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Alors L est de degré au plus n et il vérifie :

L(X’) = f(XI)7 vl 6 0, 1, ceey n. Le polynéme
d’interpolation de
Lagrange

Le polynéme L est donc le polynéme d'interpolation. Ecrit
sous cette forme, on |'appelle le polynéme d'interpolation de
Lagrange. Soit

hi(x) = X=X

Xj — Xj
j=0g#i "

Alors, les fonctions (¢;)o<i<n, forment une base de R,[X].
Cependant cette base de polynémes n’est pas satisfaisante
car I'ajout d'un point conduit a changer toutes les fonctions
de la base.
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Interpolation de

On veut maintenant déterminer une nouvelle forme du Newton et
N ,. . . 7 B différences divisées
polyndme d'interpolation P qui ne nécessite pas de
recalculer toutes les fonctions de base lors de I'ajout d'un
nouveau point.
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On veut maintenant déterminer une nouvelle forme du
polynéme d'interpolation .P qui ne nécessite pajs.de ’ nterpolation de
recalculer toutes les fonctions de base lors de I'ajout d’un Newtonet

i différences divisées
nouveau point.
Si I'on a qu'un point d'interpolation xg alors,

P(x) = f(x0).
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On veut maintenant déterminer une nouvelle forme du

polyndme d'interpolation P qui ne nécessite pas de

recalculer toutes les fonctions de base lors de I'ajout d'un

nouveau point Interpolation de

) ) . . . Newton et
Si I'on a qu'un point d'interpolation xg alors, différences divisées

P(x) = f(xo).
Si I'on ajoute un point xz, on cherche

P(X) = f(Xo) + al(x — Xo),



Interpolation de Newton et différences divisées

On veut maintenant déterminer une nouvelle forme du
polyndme d'interpolation P qui ne nécessite pas de
recalculer toutes les fonctions de base lors de I'ajout d'un
nouveau point.

Si I'on a qu'un point d'interpolation xg alors,

P(x) = f(xo).
Si I'on ajoute un point xz, on cherche
P(x) = f(x0) + a1(x — xo),

et,
P(x1) = f(x),
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Interpolation de
Newton et
différences divisées
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. , . Chapitre 4:
On veut maintenant déterminer une nouvelle forme du Interpolation
A ye . . , . polynomiale
polyndme d'interpolation P qui ne nécessite pas de
recalculer toutes les fonctions de base lors de I'ajout d'un
nouveau point.
Si I'on a qu'un point d'interpolation xg alors,
Interpolation de
Newton et
P(X) = f(XO) différences divisées

Si I'on ajoute un point x1, on cherche
P(x) = f(x0) + a1(x — xo),

et,
P(x1) = f(x),

implique,
_ fla) = flxo)

X1 — X0
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Sil'on a n+ 1 points, xg, X1, ..., Xn, on cherche iarpsliien ds
Newton et
différences divisées

n—1

P(x) = a0 + a1(x — x0) + ... + an | [ (x = x).
k=0
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Sil'on a n+ 1 points, xg, X1, ..., X», on cherche -
n—1
P(x) = a0 + a1(x — x0) + - + an [ [ (x = x)-
k=0 Interpolation de
Newton et

différences divisées

Remarquer que si I'on a déterminé ag, a1, ..., a;_1 alors de
I'égalité,

P(X,') = f(X,') = ao—|-31(X,'—Xg)—l-...—‘ra,'(X,'—Xo)(X,'—Xl)...(X,'—X,'_]_),
on déduit que a; est déterminé par la formule :

f(xi) —ao — ai(xi — x0) — ... — ai—1(xi — x0)(xi — x1)...(xi — Xi—2)
(xi — x0)(xi — x1)...(xi — xi—1)

aj =
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Ce qui montre que a; ne dépend que des points Xg, ..., Xj. On | nolation de
pose alors pour tout k € {1,..,n} : Newton et

différences divisées

dy = f[Xo, ...,Xk].
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Ce qui montre que a; ne dépend que des points xg, ..., x;. On
pose alors pour tout k € {1,..,n} :

Interpolation de
Newton et

akg = f[X07 ey Xk] . différences divisées

Avec cette notation, on a :

n—1
P(x) = f(x0)+ flx0, x1](x = x0) + .. 4 F[x0, -, xa] [ [ (x—k)-
k=0
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Lem me ]. Interpolation de
Newton et

Soit n € N, et soient xq, ..., x,, n+ 1 réels distincts. Pour différences divisées
toute permutation o sur {0,...,n}, on a :

f[x0s -y Xn] = F[x5(0), ..., x5(N)].
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Démonstration. Interpolation de

Newton et

On pose pour tout_j S {O, ceny n} : différences divisées

Yj = Xo(j)-
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Démonstration.
On pose pour tout j € {0,...,n} :

Yi = Xo(j):
Interpolation de
R , - Newton et
On consideére la décomposition de P dans les deux bases : différences divisées
n—1 n—1
17 (X - X0)7 ceey H(X - Xk) et 17X — Y0, -+ H(X - .yk)7
k=0 k=0

avec,
(ak)o<k<n, (bk)o<k<ns

les coefficients de P dans ces deux bases.



Preuve

Démonstration.
On pose pour tout j € {0,...,n} :

Yj = Xo(j)-

On considere la décomposition de P dans les deux bases :

n—1 n—1
17 (X - X0)7 ey H(X - Xk) et 17X — Y0, - H(X - yk)7
k=0 k=0

avec,
(ak)o<k<n, (bk)o<k<n:

les coefficients de P dans ces deux bases.

Alors, le coefficient du terme x" est a, dans la premiére
décomposition et b, dans la seconde. Par unicité du
polynéme d'interpolation, on en déduit que a, = bj,.
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Interpolation de
Newton et
différences divisées



Lemme

Lemme 2
On a la relation de récurrence

flx1, ...y xn] — fxo0, ...
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Interpolation de
Newton et
différences divisées

) Xn—l]

05 .oy Xn] = a—
n



Preuve

Démonstration
On pose,

Yj = Xn—j

(O T <= o«

Q>
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Démonstration

On pose,
y‘j - Xn_j. Interpolation de
Newton et

On a . différences divisées

n—1
P(X) = ag + al(x — Xo) + ...+ ap H(X — Xk)

k=0
n—1

= bo+ bi(x — y0) + ... + b H(X — Yk)-
k=0
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Interpolation de
Newton et

Démonstration différences divisées
On sait déja que a, = b,. On identifie les termes de degré
n—1.
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Démonstration
On sait déja que a, = b,. On identifie les termes de degré
n—1. On trouve :

Interpolation de
Newton et

n—1 n—1
différences divisées
dpn—1 — an E Xk =bn—1 — by 5 Yk
k=0 k=0
n—1
:bn—l — dn § Xn—k
k=0

n
:bn—l — dp E Xk -
k=1
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Démonstration Interpolation de
Newton et

On a donc : différences divisées
an-1—bp1= an(XO - Xn)-

Or ap_1 = f[Xo, ---7Xn—1] et b,_1 = f:[Xl7 ...,Xn]. D'ol le
résultat. [
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Soit a évaluer le polyndme
ap + a1(x — xo) + ... + an(x — x0)...(x — xp—1)
au point x. n peut utiliser I'algorithme suivant : Algorithme

S=a,
Pour i allant den—1a0
S=a+(x—x)S
Fin pour
Retourner S.
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Soit a évaluer le polyndme
ap + a1(x — xo) + ... + an(x — x0)...(x — xp—1)
au point x. On peut utiliser I'algorithme suivant : Algorithme

S=a,
Pour i allant den—1a0
S=a+(x—x)S
Fin pour
Retourner S.
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Pour calculer les différences divisées, on peut faire : ,
Algorithme
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Pour calculer les différences divisées, on peut faire :
Pour i allant de Q0 a n

a(i) = f(x;)
Fin pour
Pour j allant de 1 a n

Pour i allant de n a j

a(i) = 2955
Fin i

Fin j

Algorithme
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Erreur d'interpolation

Soit P, le polyndme d'interpolation de f aux points

X0, X1, «ooy Xn. ON pose :
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Soit P, le polyndme d'interpolation de f aux points

X0, X1, ---, Xn. ON pose :

en(x) = f(x) — Pn(x)
Proposition 1 e
Pour tout réel x € R, on a dinterpolation

[ 0sixe{x0,..., Xn}
en(x) = f[x0, vy Xn, X] HJ’.’ZO(X — Xj) sinon.



Preuve

Démonstration.
On suppose que x ¢ {xo, ., Xn}-
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Démonstration.
On suppose que x ¢ {xp,.,Xxp}. Soit P,41 le polyndme
d'interpolation de f aux points {xp, ..., Xn, X }. 0 Ereur

d’interpolation
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Démonstration.
On suppose que x ¢ {xp,.,Xxn}. Soit P,4+1 le polyndme
d'interpolation de f aux points {xp, ..., Xs, x}. Alors :

en(x) = F(X)=Pn(x) = Pps1(x)—Pn(x) = f[x0, ..., Xn X] H(x—é'i}i“eipolm
j=0

O



Théoréme e

numériques

Chapitre 4:
Interpolation
polynomiale
Théoréme 2
Soient f une fonction définie sur R, de classe C¥, et
X0, ---» Xk des réels distincts. On pose a = min{xo, ..., Xk} et
b = max{xo, ..., xk }. Alors il existe £ €]a, b| tel que
Erreur
k d’interpolation
f*(€)

fx0, .y Xk] = %



Preuve

Démonstration
Dans le cas ot k =1, c’est une application du théoreme des
accroissements finis.
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Preuve

Démonstration

Dans le cas ou k =1, c’est une application du théoreme des
accroissements finis. Supposons k > 1 quelconque. Soit Py
le polyndme d'interpolation de f aux points xg, ..., X.
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Démonstration
Dans le cas ol k =1, c'est une application du théoreme des
accroissements finis. Supposons k > 1 quelconque. Soit Py
le polyndme d'interpolation de f aux points xp, ..., Xx. Alors,
Erreur

|a fOﬂCtion . d’interpolation
ex(x) = f(x) = Pu(x)

s'annule au moins en k + 1 points distincts : xg, ..., Xk-



Preuve

Démonstration

Dans le cas ol k = 1, c'est une application du théoreme des
accroissements finis. Supposons k > 1 quelconque. Soit Py
le polyndme d'interpolation de f aux points xp, ..., x,. Alors,
la fonction :

ex(x) = f(x) = P(x)

s'annule au moins en k + 1 points distincts : xp, ..., Xk.
Donc, d'aprés le théoréme de Rolle, la fonction (ex)’
s'annule au moins en k points distincts dans ]a, b|.

Méthodes
numériques

Chapitre 4:
Interpolation
polynomiale

Erreur
d’interpolation



Preuve

Démonstration

Dans le cas ot k =1, c’est une application du théoreme des
accroissements finis. Supposons k > 1 quelconque. Soit Py
le polyndme d'interpolation de f aux points xg, ..., x,. Alors,
la fonction :

ex(x) = f(x) = P(x)

s'annule au moins en k + 1 points distincts : xp, ..., Xk.
Donc, d'apres le théoreme de Rolle, la fonction (ex)’ s'annule
au moins en k points distincts dans ]a, b[. La fonction (ex)”
s'annule au moins en k — 1 points distincts dans ]a, b]...et la
fonction (ex)¥) s’annule en au moins un point dans ]a, bJ.
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Erreur
d’interpolation
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Démonstration
Donc :

3¢ €la, bl tel que  (e)P(€) = (&) - PPI(e) =



Preuve

Démonstration
Donc :

3¢ €la, b tel que  (e)¥(€) = FR(e) - PX(e) = 0.

Or,

PLI(E) = Kf[xp, ., xi]-

Méthodes
numériques

Chapitre 4:
Interpolation
polynomiale

Erreur
d’interpolation



Preuve e
Chapitre 4:
Interpolation
polynomiale
Démonstration
Donc :
3¢ €la, bl tel que  (ex) (&) = FR (&) — PR (¢) = 0.
Or, )
P,(( )(é—) - klf[XO) 7Xk] E’rirnetil;polation
Donc :
fk
3¢ €]a, b[ tel que  f[xo, ..., xx] = k(lg)
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Théor\eme numériques
Chapitre 4:

Interpolation
polynomiale

Théoreme 3

Soient f une fonction de classe C™1 sur un intervalle [a, b],
X0, .-+, Xn des réels distincts de [a, b], et P, le polynéme
d'interpolation de f sur le support xg, ..., Xn. Alors pour tout
x dans [a, b] il existe £ €]a, b| tel que

d’interpolation

_ f<"+1 (g) H (x— Ereeur

Démonstration.
C'est une conséquence de la proposition et du théoreme
précédents. ]
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Extension au cas
ol les points du

support ne sont

pas disjoints

6. Extension au cas ou les points du support ne sont pas
disjoints



Extension au cas ou les points du support ne
sont pas disjoints

Exercice 1.

1.

On suppose f assez réguliere. Quelle est la limite de
f[xo, x] lorsque x tend vers xq 7

. Quelle est la limite de f[xp, x, x2] quand x tend vers xp ?

On définit f[xo, X0, x2] par cette limite.

. Quelle est la limite de f[xo, xo, x] lorsque x tend vers

Xo?

. Généraliser : quelle est la valeur de f[xg, ..., x|, ou dans

le membre de gauche xg apparait n+ 1 fois?

Méthodes
numériques

Chapitre 4:
Interpolation
polynomiale

Extension au cas
ou les points du

support ne sont

pas disjoints



Méthodes

Extension au cas ou les points du support ne e

sont pas disjoints interpalation

polynomiale

Dans cette partie on suppose que les points du support ne
sont pas nécessairement distincts.

Théoreme 4

Soit f une fonction de R dans R de classe C", alors on peut

prolonger la fonction f[xp, ..., xs] en une fonction continue de 55 = &
R dans R ms e



Méthodes

Extension au cas ou les points du support ne e
sont pas disjoints intenpolation

polynomiale

Dans cette partie on suppose que les points du support ne
sont pas nécessairement distincts.

Théoreme 4

Soit f une fonction de R dans R de classe C", alors on peut

prolonger la fonction f[xg, ..., xn] €n une fonction continue de

R dans R. Extension au cas

ol les points du
support ne sont
pas disjoints

Démonstration.
Cela découle d'un passage a la limite et du théoreme 2.  [J
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leférence dIVISée générallSée numériques
Chapitre 4:
Interpolation
polynomiale
Définition 1

Soient xg, x1, ..., Xn, N+ 1 réels distincts ou non, et f une
fonction de R dans R de classe C”, on définit la différence
divisée généralisée f|[xg, x1, ..., x,| comme le prolongement
b bl bl
par continuité de f[xg, x1, ..., Xn] dans le cas ou les points du
.. Extension au cas
support sont distincts. ol les points du

support ne sont
pas disjoints



Différence divisée généralisée umiriques
Chapitre 4:
Interpolation
Corollaire 1 polynomiale

Si tous les x; sont égaux, on a,

f(")(XO)

f[x0y.eeey Xn] = m

)
sinon si il existe i tel que x; # xp, on a :

X015 ooy Xi— 1, Xi5 Xie 15 +oes Xn) = F[X05 ooy Xj—1, Xi1, 005 X
Xj — X0 '

Extension au cas
ou les points du

La quantité précédente ne dépend pas du x; choisi et, pas digoints,
quelque soit n, et quelque soient les n+ 1 points distincts ou
non xp, ..., Xn, quelque soit la permutation o sur0,...,n, on a

f[Xo, ...,Xn] = f[Xa(O)’ ...,Xa(n)].



Différence divisée généralisée numisiques

Chapitre 4:
Interpolation
polynomiale

Corollaire 2 (suite)

En particulier, pour tout couple (/,/) tel que x; # x;,

f[XO, ---;Xn;/{Xi}] - f[XOa ~"7Xn7/{XJ'}]'

Xj = X

X0y -y Xn] =

Extension au cas
ol les points du
support ne sont
pas disjoints
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COI’O”alre numériques
Chapitre 4:
Interpolation
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Corollaire 2

Supposons f de classe C" sur R. Alors,
F(x) = f[x0, ..oy Xn—1, X],

est continue sur R.

Si de plus f est de classe C"T' sur R, alors,F est dérivable Extension au cas
ou les points du
sur R et, support ne sont

pas disjoints

F'(x) = X0, ey Xn—1, X, X].
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Démonstration.
La continuité est un cas particulier du théoréme 4. Si F est

de classe C"*1. On écrit,

f[x0s -y Xn—1, X + h] — f[x0, .-y Xn—1, X]

X0y oy Xn—1, X, x + h] = 5
F(X + h) — F(X) Extension au cas
= . ol les points du
h support ne sont

pas disjoints



Méthodes
Preuve numtériques

Chapitre 4:
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Démonstration.
La continuité est un cas particulier du théoréme 4. Si F est

de classe C"*1. On écrit,

f[x0s ooy Xn—1, X + h] — f[x0, .-y Xn—1, X]

X0y .oy Xn—1, X, x + h] = Y
F(x + h) — F(x)
MaIS, Extension au cas
ul ints d
f[XO? ) Xn*].? X’ t]’ :Ep:tir::)?llgt:on:

pas disjoints

est continue en t, donc,

F(x+ h) — F(x)
h

— f[xo, ..., Xn—1, X, X] quand h — 0.



Méthodes

Polynéme d'interpolation généralisé e
Chapitre 4:
Interpolation
polynomiale
Définition 2

On dit que le polyndéme P interpole f sur le support
X0y X1y «+vy Xn Si,

Vi€, ...,n VIeO,.,ai—1 PD(;)=FfD(x)

Extension au cas
ol les points du
support ne sont

ol «; est le nombre d'occurences de x; dans le support. rt 1
pas disjoints
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Polynéme d'interpolation généralisé e
Chapitre 4:
Interpolation
polynomiale
Définition 2

On dit que le polyndme P interpole f sur le support
X0, X1, -y Xp SI,

Vi€0,...,n VI€0,..,a;—1 PU(;)=rN(x)

ol «; est le nombre d'occurences de x; dans le support.

Extension au cas
ol les points du

Théoréme 5 support ne sont
. . . . pas disjoints

Pour toute fonction fde classe C", il existe un unique

polynéme qui interpole f sur le support {xg, ..., Xn}
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Démonstration

Soit F : R"*1 — R"*1 I'application qui a tout vecteur

(ao, a1, ..., an) associe le vecteur constitué des valeurs de la

fonction > 7_o ak(xi)X et de ses dérivées jusqu'a I'ordre

a; — 1, au points (x;)o<i<n- T
ol les points du

support ne sont
pas disjoints
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Preuve numériques

Chapitre 4:
Interpolation
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Démonstration

Soit F : R"*1 — R"*1 I'application qui a tout vecteur

(ao, a1, ..., an) associe le vecteur constitué des valeurs de la

fonction > 7_o ak(xi)X et de ses dérivées jusqu'a I'ordre

aj — 1, au points (x;j)o<j<n. Montrons que F est injective. BT PTG

ou les points du
support ne sont
pas disjoints
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Preuve numériques
Chapitre 4:
Interpolation
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Démonstration
Soit F : R"*1 — R"*1 I'application qui a tout vecteur

(a0, a1, ..., an) associe le vecteur constitué des valeurs de la
fonction S"7_o ak(x;) et de ses dérivées jusqu'a I'ordre

aj — 1, au points (x;j)o<j<n. Montrons que F est injective.
Soit A = (ao, a1, ..., an). Supposons que

Extension au cas
ou les points du
support ne sont

F(A) = 0 pas disjoints
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Interpolation
polynomiale

Démonstration
Alors si,

Extension au cas

D ol les points du
support ne sont
pas disjoints
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Chapitre 4:
Interpolation
polynomiale

Démonstration
Alors si,

P(x) = Z akxk7
k=0

on a,

P(/)(X,) — 0 VI c 0, e n7V/ c 0’ e, — 1. Extension au cas

ol les points du
support ne sont
pas disjoints
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Démonstration
Alors si,

n
P(x) = Z axk,
k=0
on a,

PO(x)=0Vie€O0,..,nVI€O0,..,aj — 1.

Extension au cas

Donc, ol les points du

d support ne sont
P(x) = Q(x) [ J(x = x)™,
i=0

pas disjoints

ol d est le nombre de points distincts du support.
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Démonstration

Alors si,
n
P(x) = Z axk,
k=0
on a,
PO(x)=0Vi€0,..,nVI€O0,.. ai— 1.
DonC, Extension au cas

ou les points du
support ne sont

d
P(X) — Q(X) H(X _ X,.)Oli’ pas disjoints
i=0

ou d est le nombre de points distincts du support. or P est
de degré au plus n, donc P = 0 et F est injective.
L]



Polynéme d'interpolation généralisé numisiques
Chapitre 4:

Interpolation
polynomiale

Théoreme 6
Le polynéme P défini par,

P(x) = fxo]+f[x0, x1](x—x0)+-..4F[x0, X1, ey Xn] (x—x0) (x—X1 ) see(X—Xn—1),

interpole f sur le support xg, ..., Xn. SR €10 G2

ol les points du
support ne sont
pas disjoints
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Démonstration
Si, X = x1 = ... = Xy, le résultat est vrai par le

développement de Taylor.

Extension au cas
ol les points du
support ne sont
pas disjoints
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Démonstration
Si, X = x1 = ... = Xy, le résultat est vrai par le

développement de Taylor. Sinon, on effectue une récurrence

sur n.

Extension au cas
ol les points du
support ne sont
pas disjoints
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Chapitre 4:
Interpolation
polynomiale

Démonstration
Si, xo = X1 = ... = X,, le résultat est vrai par le

développement de Taylor. Sinon, on effectue une récurrence
sur n. Pour n =0, le résultat est vrai.

Extension au cas
ol les points du
support ne sont
pas disjoints
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Démonstration

Si, xop = x1 = ... = Xy, le résultat est vrai par le
développement de Taylor. Sinon, on effectue une récurrence
sur n.  Pour n =0, le résultat est vrai. Supposons le

résultat vrai jusqu'a |'ordre n. Extension au cas

ou les points du
support ne sont
pas disjoints
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Démonstration
Si, X0 = X1 = ... = Xp, le résultat est vrai par le
développement de Taylor. Sinon, on effectue une récurrence
sur n. Pour n =0, le résultat est vrai. Supposons le
résultat vrai jusqu’'a I'ordre n. Sans perte de généralité, on
Extension au cas
SUppose que Xp # Xn+1- ol les points du

support ne sont
pas disjoints
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Démonstration
Si, Xxop = x1 = ... = Xy, le résultat est vrai par le
développement de Taylor. Sinon, on effectue une récurrence
sur n. Pour n =0, le résultat est vrai. Supposons le
résultat vrai jusqu'a I'ordre n. Sans perte de généralité, on
suppose que Xp # Xpt1. Soit p le polyndme d’interpolation
sur le support {xg, ..., Xn, Xn+1}. On vérifie que :
p(x) = X720 g x) + XX (), i
Xn+1 = X0 Xn+1 = X0 pae drsointe

ol g, est le polyndbme d’interpolation sur le support
X1, ..-Xp+1 €t pp est le polynéme d'interpolation sur le
support xg, ...Xn.
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Démonstration
On en déduit grace a I'hypothese de récurrence que le terme

de degré n+ 1 de p est égal a :

1

—————(f[x1y ooy Xng1] — F[X05 -y Xn]) = F[X0, ooy Xnt1]

Xn+1 — X0 Extension au cas
ol les points du
support ne sont
pas disjoints
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Démonstration
On en déduit grace a I'hypothese de récurrence que le terme

de degré n+ 1 de p est égal a :
1

—————(f[x1y ooy Xng1] — F[X05 -y Xn]) = F[X0, ooy Xnt1]
Xn+1 — X0

SO|t . Extension au cas
ou les points du
support ne sont

R(x) = p(x) = f[x0, -+ Xntr1] (X — x0)(x — x1)...(x — Xp). pas disjoints
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Démonstration
On en déduit grace a I'hypothése de récurrence que le terme

de degré n+ 1 de p est égal a :

1
(F[x1, s Xnt1] — F[X0y -y Xn]) = F[X0y -+vs Xnt1]
Xn+1 — X0
SOIt : Extension au cas
ou les points du
R(x) = p(x) — [x0, e, Xnt1](x — x0) (X — x1)-..(Xx — Xn)- P

Alors R(x) est un polyndme de degré inférieur ou égal a n.
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Preuve numériques
Chapitre 4:
. InterpolaFion
Démonstration pelpmemttl
On en déduit grace a I'hypothése de récurrence que le terme
de degré n+ 1 de p est égal a :
1
———(f[x1y ooy Xnt1] — F[X0y s Xn]) = F[X05 -y Xnt1]
Xn+1 — X0
Soit :
R(x) = p(x) — f[x0, ey Xnt1](x — x0) (X — x1)...(X — Xpn). Etencion au cas

ou les points du
A ya ya , N support ne sont
Alors R(x) est un polyndéme de degré inférieur ou égal a n. pas disjoints
Par ailleurs, R(x) interpole f sur le support, {xo, ..., xn} car

d(x) = (x — x0)(x — x1)...(x — xp) Vérifie,

¢ (x;) = 0 pour tout / €0, ..., — 1.
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Démonstration
Par hypothese de récurrence,

R(x) = f[xo] + ... + f[x0, X1, ---s Xn] (X — X0)-..(X — Xn—1),

donc,

Extension au cas
p(x) = flxo]+...4+f[x0, X1, -y Xn] (X—X0) .. (x—Xn—1)+[xo0, ,X,,f&ﬁﬁ:?g@f)(x

pas disjoints

O
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