Chapitre 2

Espaces métriques

2.1 Definition

Définition 1. Une distance (ou métrique) sur un ensemble X est une application :

d: X xX N R+
(z,y) = d(z,y)

possédant pour tout x,y, z € X les propriétés suivantes :

dlz,y) =0 & z=y,
d(z,y) = d(y,x) (symétrie)
d(z,z) < d(x,y)+ d(y, z) (inégalité triangulaire).

Muni de la distance d I’espace X est appelé espace métrique.

Exemple
L’ensemble R muni de la distance |z — y| est un espace métrique.

2.2 Propriétés de la distance

Proposition 1. 1. Pourtoutxz,y € X, d(z,y) > 0.
2. Pourtoutx,y,z € X,onal|d(z,y) —d(z,z)| <d(z,z).

Démonstration. 1. 0=d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) = 2d(z,y).
2. Ona:
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

donc
d(x7y) - d((L‘,Z) < d(Z,y)
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et
d(z,z) < d(z,y) + d(y, z)
donc
d($7 Z) - d(l‘,y) S d(yv Z)
]
2.3 Boules

Définition 2. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r et on note B(a, 1)
I’ensemble des points x dont la distance entre a et T est strictement inférieure a r :

B(a,r) ={z € X,d(a,x) <r}.

On appelle boule fermée de centre a et de rayon r et on note By(a,r) I’ensemble
des points x dont la distance entre a et x est inférieure ou égale ar :

By¢(a,r) ={z € X,d(a,z) < r}.

2.4 Topologie des espaces métriques

Soit X, d) un espace métrique.

Définition 3. On appelle ouvert de (X, d) toute partie O de X qui est vide ou qui
vérifie :
Ve € O,3r > 0,B(z,r) C O.

On vérifie que les axiomes (O1), (O2) et (O3) sont respectés. Une distance
définit donc une topologie.

Proposition 2. Soit (X, d) un espace métrique..
1. Toute boule ouverte est un ouvert.

2. Toute boule fermée est un fermé.
Démonstration. 1. Soient zy € X etr > 0. Soit x € B(xg,r). On pose :
p=r—d(xg,zx).
Soity € B(x, u). Alors

d(z0,y) < d(zo, ) + d(z,y)
< d(zo,x) + 1 — d(zo, )
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2. Soient zp € X et r > 0. On veut montrer que B(xg, )¢ est fermé. Soit
x ¢ B(xg,7). On pose :

w=d(zg,z) —r.
Soity € B(x, u). Alors

d(zo,x) < d(xo,y) + d(y, =)

donc
d(x07 y) < d(.’Eo, JZ‘) - d(y7 I’)
> d(xg,x) — (d(xg,z) — 1)
O
Proposition 3. 1. Tout point x de X admet une base dénombrable de voisi-
nages :

{B(x’nl—kl)’n e N}

2. L’ensemble

1
Bz, —— X
{ (w,nH),me ,n € N}

est une base d’ouverts de (X, d).
2.5 Quelques propriétés

Proposition 4. Tout espace métrique (X, d) est séparé.

Démonstration. Soit x # yetr = d(‘rz’y) > 0. Alors B(x,r) N B(y,r) = 0. En
effet, si z € B(x,r) alors,

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y),
donc,

d(z,y) = d(z,y) — d(z, )

>2r—r=r.
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Proposition 5. Soient (X, d) et (Y, d') deux espaces métriques et f : X — Y une
application. Alors f est continue en a si et seulement si pour tout € > 0 il existe
p > 0tel que B(a, ) C B(f(a),€) ou encore si :

Ve > 03p > 0 tel que d(z,a) < p = d(f(x), f(a)) < e.

Démonstration. Cela est dii au fait que les boules ouvertes sont une base d’ouverts
de la topologie des espaces métriques. En effet, si f est continue en a alors pour
tout voisinage W de f(a) il existe un voisinage V de a tel que f(V) C W. Soit
€ > 0, B(f(a), €) est un voisinage de f(a). Donc il existe un voisinage V' de a tel
que f(V) C B(f(a),e). Comme V est un voisinage de a, il existe ;. > 0 tel que
B(a,p) C V.Donc f(B(a,p)) C B(f(a),e€).

Réciproquement, supposons que pour tout € > 0 il existe u tel que f(B(a,u)) C
B(f(a),e€). Soit W un voisinage de f(a). Alors il existe e > 0 tel que B(f(a),€) C
W. Donc il existe p tel que f(B(a,p)) C B(f(a),e) C W. Or B(a, p) est un
voisinage de a. O

Proposition 6. Soit X un espace métrique.

1. Soit (xn)nen une suite de X. Soit a € X. Le point a est valeur d’adhé-
rence de la suite (T,,)nen Si et seulement si il est limite d’une sous-suite de
(Tn)nen-

2. Soit A C X. Alors a € A si et seulement si il existe une suite (Tp,)neN qui
converge vers a.

3. Soit A C X. Alors A est fermé dans X si et seulement si, pour toute suite
d’éléments de A convergeant dans X, la limite est dans A.

4. Soit Y un espace topologique et f : X — Y une application. Alors | est
limite de f en a si et seulement si pour toute suite (x,)neN convergeant
vers a, f(x,) converge vers l.

5. Soit Y un espace topologique et f : X — Y une application. Alors f est
continue en a, si et seulement si pour toute suite (y),cN convergeant vers
a, f(xy,) converge vers f(a).

Démonstration. Cela résulte des résultats du chapitre 1, et du fait que dans un es-
pace métrique tout point = posséde une base dénombrable de voisinages : (B(z, %))neN* .
A des fins pédagogiques, on donne ici une démonstraction directe du 1.

1. On construit la sous-suite z(,,) de la maniere suivante :

1
T,m) € Bla, ﬁ) et o(n) > p(n —1).
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Alors la sous-suite (z,(,,) )Jnen converge vers a. Réciproquement si il existe
une sous-suite de (z,, ),ecn qui converge vers a, alors pour tout voisinage V'
de a et pour tout N € N, il existe n > N tel que z,(,) € V.

O]

2.6 Distance entre deux parties, diametre

Définition 4. Soient A et B des parties non vides d’un espace métrique (X, d).
1. Ladistance de x a A est d(x, A) = infyca d(z,y).

La distance entre A et B est d(A, B) = inf,ca yep d(z,y).

Le diametre de A est le nombre §(A) = sup,, e 4 d(z,y).

La distance d est dite bornée si §(X) < +oc.

“R Wb

Un sous-ensemble de X est dit borné si son diamétre est fini.

Proposition 7. 1. Pour tout x,y € X, on a |d(z,A) — d(y,A)| < d(z,y)
donc Iapplication x — d(z, A) est continue de X dans R.

2. OnaA={zeX;dz A =0}et A= {x e X;d(z, A°) > 0}.
3. Si A est fermé dans X et si x ¢ A alors d(x, A) > 0.

Démonstration. 1. On a,

d(z,A) = inzf4 d(z, z)
ze
< i
< inf d(z,y) +d(y, 2)
< .
< d(z,y) + inf d(y, 2)

=d(x,y) +d(y, A).

Donc,

d(z,A) —d(y, A) < d(z,y),
et de méme,
Donc,

|d(z, A) = d(y, A)| < d(z,y).



6 CHAPITRE 2. ESPACES METRIQUES

2. Soit z € A. Alors il existe une suite x,, € A qui tend vers z lorsque
n — 4-o00. Alors,

d(z,A) < d(z,xy)
— 0 quand n — +o0.

Donc d(z,A) = 0. Réciproquement si x vérifie d(z, A) = 0 alors il
existe une suite z,, € A telle que d(z,z,) — d(z, A) = 0, autrement

dit ,, converge vers = donc x € A. Par ailleurs, A = (Ac)e = {x €
X;d(z, A°) > 0}.

3. C’est une conséquence du 2.
O

Proposition 8. Soient A et B deux parties non vides d’un espace métrique (X, d).
1. Si A C Balors 6(A) < §(B).

2. Onad(A) =9(A).
3. Onad(AUB) <46(A)+(B)+d(A,B).

Démonstration. 1. Immédiat.

2. Soient (Zp,)nens (Yn)nen C A tels que d(zp, yn) — (A). Alors il existe
(Zn)neNs (Un)neny C A tels que d(xy, ) < % et d(yn, Un) < % Alors,

’5(;1) — d(Zy)Pn)| < ‘5(;1) — d(@p, yn)| + |d(@n, Yn) — d(Zn), In)|

< 10(A) = d(zpn, yn)| + ld(Zn, yn) — d(Zn), Y )| + |d(Zns yn) — d(Zn, Gn)|
< [0(A) = d(@n, yn)| + d(@n, 20) + d(Gn yn)

— 0 quand n — +o0.

On en déduit que §(A) < §(A).

3. Soientz,y € AUB.Siz,y € Aalors d(x,y) < §(A) < §(A)+0(B) +
d(A,B). De méme si z,y € B.Six € Aety € B, alors pour tout
a€ Abe B,ona

d(z,y) < d(z,a) + d(a,b) + d(b,y)
< 6(A) +d(a,b) + 6(B)

Donc, par passage a I’inf, on a
d(x,y) < 6(A) + d(A, B) + 5(B)

D’ou le résultat.
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Exercice 1. Soit (X, d) un espace métrique. Montrer que :
1. Tout ouvert de X est une réunion dénombrable de fermés de X.
2. Tout fermé de X est une intersection dénombrable d’ouverts de X.

Solution

1. Soit O unouvertde X. Soit F' = O€. Soit F,, = {z € X tels que d(z, F)
1} Alors F, est fermé dans X. Bt O = {2 € X/d(z,F) > 0}
UnEN*Fn-

v

2. C’est une conséquence du 1 par passage au complémentaire.

2.7 Comparaison de distances

Définition 5. Soient (X,d) et (Y, d') deux espaces métriques et f : X — Y une
application.

1. Ondit que f est uniformément continue si :
Ve > 0,3p,d(w,y) < p=d(f(z), f(y)) <e

2. Ondit que f est lipchitzienne s’il existe une constante k > 0 telle que pour
toutx,y € X,

d'(f(x), f(y)) < kd(x,y).

3. Ondit que f est isométrique si pour tout x,y € X,

d'(f(x), f(y)) = d(,y).

On dit que | est une isométrie si elle est isométrique et surjective. Les

espaces X et'Y sont dits isométriques s’il existe une isométrie de X dans
Y.

Définition 6. Soient d; et ds deux distances sur un espace X.

1. On dit que d; et dy sont topologiquement équivalentes si Tq, =Tg,. Cela est
équivalent a dire que les applications identités de (X, Ty, ) dans (X, Ta,),
etde (X, Tq,) dans (X, Tq, ) sont continues.

2. Ondit que d; et do sont uniformément équivalentes si les applications iden-
tités de (X, Tq,) dans (X, Ta,), et de (X, Ta,) dans (X, Ty, ) sont unifor-
mément continues.
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3. On dit que d; et dy sont équivalentes s’il existe A > 0 et B > 0 tels que,
pour tout x,y € X ona,

d1($,y) < Ad2(3§',y) et dQ(-',U,ZJ) < Bdl(l‘,y)

Cela est équivalent a dire que les applications identités de (X, Ty, ) dans
(X, Ta,), etde (X, Ta,) dans (X, Tq, ) sont lipchitziennes.

Proposition 9. Soit (X,d) un espace métrique et ¢ : Rt — R une fonction
croissante telle que $(0) = 0,¢(t) > 0sit > 0et p(t +5) < ¢(t) + ¢(s). Alors
1. d'(z,y) = ¢(d(z,y)) est une distance sur X.

2. Si ¢ est continue en 0 alors d et d' sont uniformément équivalentes.

Démonstration. On vérifie d’abord que d’ est une distance sur X.

d'(z,y) =0 < ¢(d(z,y)) =0
& d(z,y) =0
Sr=y

On a également
d'(z,y) =d'(y,)
Enfin,

d/(.%', y) - (b(d(xv y))
(d(z,z) + d(z,y)) car ¢ est croissante
(

(d(z,z)) + ¢(d(z,y))
=d(x,2)+d(z2,y).

< ¢
< ¢

2. Soit € > 0, puisque ¢ est continue en 0, il existe u tel que :

d(z,y) < p=d(z,y) = ¢(d(z,y)) <e.

Réciproquement, supposons que I’identité de soit pas uniformément conti-
nue de (X, d') dans (X, d). Alors il existe € > 0 et deux suites () neN, (Yn)nen
telles que

4(2,) = $(d(wn, ) < et o) = €.
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Cela est une contradiction car dans ce cas :

¢(d($nayn)) > ¢(€) > 0.

O

Proposition 10. Les fonctions min(1,t) et —L vérifient les hypothéses de la pro-

1+t
position précédente et sont continues.

Démonstration. On vérifie que min(1,¢) et l%rt vérifient ¢(t + s) <t + s.
6(t) = min(1, t)
Il'y a deux cas possiblest +s < lout+ s > 1.
1. Sit+s<lalorst <lets < 1. Danscecas,ona¢(t+s)=1t+s=
o(t) + ¢(s).
2. Sit+ s > 1, alors il y a trois cas possibles, soitt < 1,ets < 1, soitt > 1
et s < 1 (ou de maniere symétriquet < lets > 1)oubient > lets > 1.
(a) Sit<lets<lalorsg(t+s)=1<t+s=ao(t)+ o(s).
(b) Sit > lets < 1 (ou de maniere symétrique ¢ < 1 et s > 1) alors
dt+s)=1<14+s=0¢(t)+ ¢(s).
(c) Sit>1lets>lalorsp(t+s) =1<2=¢(t)+ ¢(s).
$(t) =

Danscecasona:

ot +s) < o(t)+¢(s)
<:>1ft_is < %th_'—liﬂ
St+s)(1+t)(1+s) < t(I+t+s)(1+s)+s(1+t)(1+t+5s)
S0 < ts(1+s)+ts(1+1).

O]

Remarque 1. La fonction ¢(0) = 0 et ¢(t) = 1 si t > 0 vérifie les hypotheses du
théoréme précédent mais elle n’est pas continue en 0. Si X = R et d est la distance
usuelle sur R alors ¢(d) est la distance discrete sur R et les deux topologies ne sont
pas topologiquement équivalentes.

Remarque 2. Deux distances équivalentes donneront les mémes fonctions conti-
nues et les mémes suites convergentes. Deux distances uniformément équivalentes
donneront les mémes fonctions uniformément continues et les mémes suites de
Cauchy. Deux distances métriquement équivalentes donneront les mémes fonctions
lipchtiziennes.
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2.8 Distance produit

Proposition 11. Soient (X1,d1), ..., (Xy, d,) des espaces métriques et X = X1 X
.. X X, 'ensemble produit. Pour x = (x1,22,...,Tyn) ety = (Y1,Y2, .., Yn), ON
pose :

1

Dl Zd xlayl) D2 l‘ y Zd xzyyz 5 (x,y) = Ssup dl(xhyl)

i—1 1<i<n

Alors D1, Dy et D, sont trois distances équivalentes sur X et la topologie assco-
ciée a l’'une de ces distances coincide avec la topologie produit sur X.

Démonstration. On commence par vérifier que Dy, Do et D, sont des distances.
Les deux premieres propriétés se vérifient presque immédiatement. On détaille
seulement la propriété de 1’inégalité triangulaire pour Dy. On a :

" 1
:(Zdi(%‘,yi)z)z
=1
n 1
S(Z(di(% zi) + di(zi,:))?) 2
=1
Zd i, 2i)? % (Zdi(zi,yi)Q)% (Inégalité de Minkowski)
i=1
=D2(x, z) 4+ D2(2,9).

On peut ensuite vérifier que :
Dy <v/nD3 <nDy < nDy,

ce qui montre I’équivalence des trois distances.

Pour clore la démonstration, on va montrer que la topologie associée a D, (notée
T~) est la topologie produit (notée 7). Soient p;, ¢ € {1,...,n} les projections ca-
noniques de X dans X;. Alors pour tout ¢ € {1, ...,n} Iapplication p; est continue
de (X, D;nfty) dans (X;,d;) car, pour tout z,y € X, on a d;(p;(z),pi(y)) <
Doo(z,y). On en déduit d’apres la proposition ?? que 7 C T, puisque T est
la topologie la moins fine rendant les projections canoniques continues. Il nous
faut maintenant montrer que 75 C 7. Soit O un ouvert de 7. Alors, pour tout
x = (x1,...,2y) € O, il existe € > 0 tel que B(x,¢e) C O. Or

n

B(x,e) = HBi(ﬂUz‘, €),

i=1
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ol B;(zi,€) = {z € Xi;di(x;, z) < €}, donc B(zx, €) est un ouvert de 7. Ce qui
montre que O est voisinage de chacun de ses points pour la topoplogie 7T, c’est
donc un ouvert de 7. O

Proposition 12. Soient (X, d,,)nen une suite d’espaces métriques et X =[], . Xn
I’ensemble produit. Pour © = (Xy)nen €ty = (Yn)nen, on pose :

1 dp(Tn,yn)
D = ond 1 ()

et,

1 dy(x

Do = sup — (T Yn)
n<0 271+ dn(xna yn)

Alors D et Do, sont des distances topologiquement équivalentes sur X et la to-

pologie asscociée a I'une de ces distances coincide avec la topologie produit sur

X.

Démonstration. Le fait que D, et D sont des distances est laissé en exercice. On
commence par traiter le cas de la distance D,. Soit 7 la topologie produit sur X
et T la topologie associée a la métrique Do, On pose d), = lijln. Puisque pour
tout n, les distances d,, et d/, sont uniformément équivalentes, elles définissent
les m&€mes ouverts sur X, la topologie 7 est donc indépendante du fait que 1’on
choisisse les distances d,, ou d}, sur X,,. Pour = (2, )nen €ty = (Yn)nen,On a:

1
Do (z,y) = sup @dé(fﬂn, Yn)-
n>

Soient p,,, n € N les projections canoniques. On a :

d (Tn,yn) < 2"Doo(z,y).

On en déduit que p,, est continue de (X, D) dans (X,,,d]) . D’apres la propo-
sition ??, on en déduit que I’application 7 C 7T puisque 7 est la topologie la
moins fine rendant continue toutes les projections canoniques. On montre main-
tenant 1’inclusion réciproque. Soit O un ouvert de (X, 7). Pour tout z € O, il
existe € > 0 tel que B (z,€) C O. Soit N € Ntel que :

1

2W<€'

Alorsona:

N-1
1
Boo(z,€) ={z € X;Vn € N, Q—nd;(xn, Zp) < €} = ﬂ it (B(zn,2%))
n=0
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or N, o Pnt(B(xy,2"%)) estun ouvert de 7. Donc O € T, ce qui montre que 7~
et Too coincident.

On traite maintenant le cas de la distance D. En utilisant les mé&mes notations que
précédemment, on a :

d ((Tn,yn) < 2"D(z,y).

Donc par le méme raisonnement que précédemment on en déduit que 7 C 77, ou
T est la topologie associée a D. Réciproquement, soit O un ouvert de 7. Soit
x € O. Il existe € > 0 tel que B(z,€) = {z € X;D(x,z) < e} C O. Avec,

X Az, 2
D(a:,z)zzid( v n).

271
n=0

On partage la somme en deux. On a :

*ZOO 1 _, 21 1 ) 1
on =2 20— = 5N
L o N+1) 2

Soit IV tel que 2%\, < 5. Alors :

{z e X; Z xn,zn ;} C B(z,e€).

N
d' (zp, 2n)
—_— 2.
2 T <

n=0

Donc, si pour tout n € {0, ..., N}, d(zn, 2,) < §,ona:

g: d (Tn, 2n) -

€
= 2n 2
On en déduit que :

ﬂ Pt (Bulen, 9) € Bla, o)

Ainsi, tout ouvert de 7' est un voisinage de ses points pour la topologie 7.
Donc 7' C T. O
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2.9 Suites de Cauchy et espaces métriques complets

Définition 7. Soit (X, d) un espace métrique. Une suite (x,,)n>0 d’éléments de X
est dite de Cauchy, si :

Ve > 0,3N € Nyn,p > N = d(zp,zp) < €.

Proposition 13. Soit (X, d) un espace métrique. Alors :
1. Toute suite convergente dans X est de Cauchy.
2. Toute suite de Cauchy dans X est bornée.

3. Toute sous-suite d’une suite de Cauchy de X est de Cauchy.

Démonstration. 1. Soit € > 0, et soit x la limite de la suite. Il existe N € N
tel que n > N implique d(z,z,) > §. Alors pour n,p > N, ona:
d(zp, xn) < d(xp,z) +d(x,z5) < €

2. Soit € > 0 et soit N tel que n,p > N implique d(z,,z,) < e. Soit
R =max,cq1,. Ny d(Tp, TN 41). Alors pour tout m,n € N,

d(Tp, Tm) < d(Tp,zN+1) + d(@ N1, Tm) < 2max(e, R).

3. Soit (zy,)nen une suite de Cauchy de X. Soit € > 0. Il existe N € N, tel
que n > N etp > N impliquent que d(x,,, z,) < €. Soit ¢ une application
strictement croissante de N dans N alors on ¢(n) > n et ¢(p) > p. Donc

d(@g(n); To(p)) < €
O

Proposition 14. Soit (X, d) un espace métrique et (z,)necn une suite de Cauchy. Si
(Zn)nen posséde une sous-suite convergente vers | € X, alors (xy,)neN converge
vers l.

Démonstration. Soit [ tel que limy,_, o0 , = (. Soit € > 0. Soit N tel que n >
Njp et p > Ny impliquent que d(z,,,7,) < §. Soit N tel que n > No implique
d(T4(n), 1) < §. Soit N = max (N1, Nz). Alors on a pour tout n > N :

d(xna l) < d(xna $¢(n)) + d(x¢(n)a l) <€
O

Proposition 15. Soient (X,d) et (Y,d') des espaces métriques. L'image d’une
suite de Cauchy de X par une application de X dans 'Y uniformément continue est
une suite de Cauchy dans'Y .
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Démonstration. Soit (z,,)nen une suite de Cauchy. Soit € > 0. Puisque f est
uniformément continue, on sait que pour tout z,y € X, il existe v > 0 tel
que d(z,y) < v implique d(f(z), f(y)) < e. Puisque (z,)nen est une suite
de Cauchy, il existe N € N tel que n,p > N implique d(zy,x,) < v. Alors,

d(f(zn), (zp)) < e O

Définition 8. Soir X un espace métrique. Alors X est dit complet si toute suite de
Cauchy converge.

Proposition 16. L’espace R muni de la distance usuelle est complet.

Démonstration. On rappelle que R se caractérise comme un corps commutatif to-
talement ordonné dans lequel tout ensemble borné posséde une borne supérieure
et une borne inférieure. En particulier, cela implique que deux suites adajacentes
réelles convergent vers la méme limite. Soit (z,),en une suite de Cauchy dans R.
Soit by, = supy>,{zk} et ap, = infy>, {zx}. Alors (by)nen et (an)nen sont des
suites respective;nent décroissante et minorée, et croissante et majorée. Par ailleurs,
puis que () est de Cauchy, pour tout € > 0 il existe N tel que n > N implique
|by, — an| < €. On en déduit que a,, by, et x,, convergent vers une méme limite. [

Proposition 17. Soient (X,d) et (Y,d') des espaces métriques, f : X — Y un
homéomorphisme. Si f est uniformément continue et si Y est complet alors X est
complet.

Démonstration. Soit (z,)nen une suite de Cauchy de X . Alors (f(x),)nen st une
suite de Cauchy de Y. Or Y est complet donc, il existe y € Y telle que (f(x)n)nen
converge vers y. Il s’en suit que =, = f~!(f(x,)) converge vers f~1(y). O

Proposition 18. Soient (X, d) un espaces métrique complet. Soit A C X. Alors
(A, d) est complet si et seulement si A est fermé dans X.

Démonstration. Soit (x,,)nen une suite de A convergeant dans X. Alors (2,)nen
est une suite de Cauchy de A. Or A est complet donc la suite converge dans A.
Donc A est fermé. Réciproquement, soit (x,,),en une suite de Cauchy de A. Alors
(Zn)nen est une suite de Cauchy de X or X est complet. Donc la suite (2, )pen

converge dans X. Or A est fermé, donc la suite converge dans A, et A est complet.
O

Théoréme 1. Soir (X, d) et (Y, d') deux espaces métriques, A une partie dense de
X et f: A— Y une application uniformément continue. Si ~(Y, d') est complet f

se prolonge de maniere unique en une application continue f : X — Y. De plus,
f est elle méme uniformément continue.
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Démonstration. Existence

Soit z € X. Il existe une suite (a,)neny C A qui converge vers x. Alors (ay, )nen st
une suite de Cauchy dans X, et (f(an))nen est une suite de Cauchy dans (Y, d').
Or Y est complet, donc il existe y € Y telle que la suite (f(an))nen converge
vers y. On aimerait poser f (x) = y mais il faut vérifier que 1’on a bien défini y
de maniére unique. Soit (b,,),en Une autre suite qui converge vers x et soit z la
limite de (f(by,))nen dans Y. Alors d'(y, z) < d'(y, f(zn)) + d'(f(an), f(bn)) +
d'(f(byn),z) ce qui montre que d’(y,z) = 0 puisqu’on peut rendre chacun des
trois termes aussi petit que 1’on souhaite pour n assez grand. Par construction f est
continue.

Uniforme continuité de f

Soit € > 0. On veut montrer qu’il existe u > 0 tel que d(x,y) < p implique

& (F@). f(y)) < e Or
¢ (F(@). Jw)) < (F(@). f(@) +d(F(@), S 0)) + d(F(w). S 0)

<

Etil existe i > 0 tel que pour touta, b € A, d(a,b) < 2pimplique d(f(a), f(b)) <
5. Soient z,y € X tels que ~cl(ac,y) < . 1l existe p, tel que pour tout a € A,
d(xz,a) < p, implique d'(f(x), f(a)) < §, et il existe u, tel que pour tout
be A dyb) < u, implique ' (f(y), f(b)) < 5. Soient maintenant a,b € A
tels que d(a, ) < min(u,, §) et d(b,y) < min(u,, 5). Alors, d(a,b) < d(a, )+
d(z,y) + d(y,b) < p. Par ailleurs f est continue par construction.
Unicité

Elle découle de la continuité de f et de I'unicité de la limite dans un espace mé-
trique. En effet, soit g une fonction définie sur X prolongant f par continuité. Soit
x € X, et (a,,) une suite convergeant vers z. Alors

g(z) = lim f(an) = f().

n—-+o0o

Contre-exemple

_ Y
flz,y) = PO
Théoréme 2 (Cantor). Soit (X,d) un espace métrique, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. L’espace (X,d) est complet.

2. L’intersection de toute suite de parties fermées non vides (Fy,),cn telle que
d(Fy,) tend vers O contient un point et un seul.
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Démonstration. Suposons que (X, d) est complet. Soit (F},),cn une suite de par-
ties fermées non vides telle que §(F},) tend vers 0. Alors pour tout n € N, on
peut choisir z,, € F,. Alors (z,) est une suite de Cauchy. Or X est complet,
donc il existe x € X tel que lim,_,~ x, = x Puisque pour tout n, F;, est
fermé, x € N,enFy,. Par ailleurs, x est le seul point dans I’intersection des F},
car lim,,_, §(F,,) = 0.

Supposons maintenant que 2 soit vérifié et montrons que dans ce cas (X, d) est
complet. Soit (z,,) une suite de Cauchy. On pose

F, ={xp;k > n}

Alors (F},)nen une suite de parties fermées non vides. De plus, du fait que (z,) est
de Cauchy, on a §(F},) tend vers 0 quand n tend vers +oo. Alors il existe un unique
x € X tel que x € NpenFy. Alors d(xy,, x) < §(F,) — 0 quand n — +o0. O

Proposition 19. Soit (X;,, dn)neq1,.... N} une suite finie d’espaces métriques. Alors
I’epace métrique produit X1 X .... X Xy est complet si et seulement si pour tout
n € {1,..,N}, Uespace (X,,d,) est complet. En particulier, RN et CV sont
complets.

Démonstration. On munit X de la distance Do.. Soit (2¥)xcn une suite de Cauchy
de X,,. Alors la suite (ay, ag, ..., xfl, .-y GN )neN est une suite de Cauchy de X.
Donc elle converge vers un élément (ay, .., Zp, ..., ay), donc (z¥)pcn converge
vers . Réciproquement, supposons que pour tout n € {1,..., N}, (X,,dy) soit
un espace métrique complet. Soit (z¥)zcn une suite de Cauchy dans (X, D).
Alors pour tout n € {1,..., N}, (z¥),cxn est une suite de Cauchy de X,,. Donc
elle converge. Soit [,, sa limite. Soit € > 0, il existe N, tel que k > N,, implique
dn (2% 1) < e. En choisissant N = maX,e(i,.. N} Nn, On en déduit (") ren
converge vers [ = (lq,....,IN). O

Proposition 20. Soit (X,,, d,,)nen une suite finie d’espaces métriques. Alors I’epace
métrique produit | [, .y Xn est complet si et seulement si pour toutn € N, I’espace
(Xn, dy) est complet.

Théoreme 3 (Theoreme du poinf fixe). Soit X, d un espace métrique complet et
F une aplication de X dans X qui soit contractante (c’est a dire lipscitzienne de
rapport k < 1. Alors, il existe un et un seul point fixe de F sur X. De plus, la suite
(xy,) définie par x,,+1 = F(x,) converge vers x.

Démonstration. O
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2.10 Complétion d’espaces métriques

Définition 9. Soient (X, d) et (Y, d') deux espaces métriques, on dit qu’une appli-
cation f de X dansY est isométrique si d(x,y) = d'(f(z), f(y)). Si de plus f est
une surjection, on dit que f est une isométrie.

Théoréme 4. Soit (X, d) un espace métrique. Alors il existe un espace métrique
complet (X, d) et une application isométrique u : X — X telle que u(X) soit
dense dans X. Par ailleurs X est unique au sens suivant. Si (Xg, d') est un espace
métrique complet et s’il existe une application isométrique us : X — X, telle
que uz(X) soit dense dans Xo. Alors il existe une unique application ¢ telle que
ug = ¢ o u. De plus ¢ est une isométrie de X sur Xo.



